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TEORIA DE SISTEMAS

PRACTICA 4. FUNCION DE TRANSFERENCIA

1. REPRESENTACION DE UN SISTEMA MEDIANTE SU FUNCION DE TRANSFERENCIA

Recordemos el sistema fisico analizado en la practica 2. Se trata de una masa M unida a un muelle de
constante K, y con un rozamiento viscoso B, tal y como se describe en la figura:

x(t) El objetivo es ver cual es el efecto de la fuerza
F— aplicada f{#) al movimiento de la masa, descrito por
x(1)

K
X AN La ecuacidn diferencial que rige el comportamiento de
i(t) NVVYY . .

B M este sistema es:
— .
d*x(t) dx(t)
B 2 f&) =M e +B I + K - x(t)

Para obtener la representacion del sistema mediante su funcion de transferencia, daremos los siguientes
pasos:

1. Planteamiento de la ecuacion diferencial

En este caso, la ecuacion diferencial es un dato del problema

2. Obtencion de un punto de equilibrio

Dado que trabajaremos con variables incrementales (valor inicial = 0) serd necesario determinar el punto
de equilibrio sobre el que se va a trabajar.

En este caso se buscara el punto de equilibrio para una fuerza inicial:
f(0) =10
En el punto de equilibrio las derivadas seran cero, por tanto:

FO =M 0+B:0+K-x0) = x©) ="

3. Linealizacion de las ecuaciones y expresion en variables incrementales

En este caso todos los términos de la ecuacion son lineales; por tanto sdlo hay que expresar la ecuacion en
variables incrementales:

Af(t) = M- A%(t) + B-Ax(t) + K - Ax(t)

4. Paso de las ecuaciones al dominio de Laplace

Una vez las ecuaciones expresadas en términos incrementales, el paso al dominio de Laplace es
inmediato:
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L(x(t) = X(s)
L(x(t)) =5-X(s)

En el caso que nos ocupa, la ecuacion queda:

F(s)=M-s?-X(s)+B-s-X(s) + K -X(s)

5. Funcion de transferencia

Una vez las ecuaciones en el dominio de Laplace, es posible obtener la funciéon de transferencia G(s) o
funcién que permite obtener la salida X(s) a partir de la entrada F(s):

X(s) 1
F(s) M-s2+B-s+K

G(s) =

6. Diagrama de bloques

Cada funcién de transferencia se representa en un diagrama de bloques como el operador que
multiplicado por la entrada nos ofrece la salida:

\4

F(s) X(s) - :
G(S) R X(s) =G(s)"F(s)

En nuestro caso:

F(s) 1 X(s)
M-s2+B-s+K

\ 4
v

7. Simulacién
Para representar una funcion de transferencia en Simulink se debe usar el bloque ‘Transfer Fen’ de la
categoria ‘Continuous’. Este bloque permite introducir funciones de transferencia como cociente de dos

polinomios. Cada polinomio se especifica por sus coeficientes en orden decreciente de potencias.

En nuestro caso, si:

e M=1
e B=05
e K=20
F(s) 1 X(s)
| s2+05-s+20 !
Tendremos como coeficientes del numerador: [1]

Y como coeficientes del denominador: [10.520]
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Estos parametros se introduciran como configuracion del bloque *Transfer Fcn’ tal y como muestra la
p y

figura inferior. El pardmetro ‘Absolute tolerance’ hace referencia al maximo error permitido en la
simulacion y no se modificara.

L1 Function Block Parameters: Transfer Fcn @

Transfer Fcn

The numerator coefficient can be a vector or matrix expression. The
denominator coefficient must be a vector. The output width equals the
number of rows in the numerator coefficient. You should specify the
coefficients in descending order of powers of s.

Parameters

Numerator coefficients:
[1]

Denominator coefficients:
[10.520]

Absolute tolerance:

auto

State Name: (g.g., 'position’)

® [ OK H Cancel ][ Help ][ Apply ]

Para simular, conectaremos una sefial de entrada cualquiera (escalon, senoidal, etc.) a la entrada del
bloque y un osciloscopio a la salida:

File Edit View Simulation Format Tools Help

DEEE $B@E ) » 10.0

" [
s2+0.55+20

Step Transfer Fen Scope

Y

JReady 100% odedS Time offset: 0

A continuacion podriamos probar el efecto que produce la variacion de los distintos parametros del

sistema (M, B y K) sobre el comportamiento del mismo con s6lo cambiar los valores de la funcion de
transferencia.

3] untitled * @

File Edit View Simulation Format Tools Help

heE&

= > 10.0

D 1 :
2+25+20

Step Transfer Fen Scope

|Ready 100% odeds Time offset: 0
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Podemos ver, por ejemplo, como al aumentar el parametro B (rozamiento) el movimiento del muelle es
mas amortiguado (se producen menos oscilaciones):

NOTA IMPORTANTE: Las variables con las que estamos trabajando son incrementales:
e  Fuerza o variable de entrada: valor en el punto de equilibrio = 10N

Aplicar un escalon de valor | equivale a ejercer una fuerza de 11N

f(0) = 10N

Af(t) = IN

f(t) = f(0) + Af(t)= 11N

e Posicion o variable de salida: valor en el punto de equilibrio = 10/K = 0.5m

Una posicion que en el grafico aparece como 0.08 equivale a una posicion real de 0.58mx(0) =
0.5m

Ax(t) = 0.08m
x(t) = x(0) + Ax(t) = 0.58m

2. REPRESENTACION EN MATLAB DE SISTEMAS CONTINUOS

Al igual que Simulink, Matlab también permite obtener la respuesta de sistemas continuos y discretos
ante distintas sefiales de entrada.

La forma de representar un sistema continuo es Matlab es mediante su funcion de transferencia en s, a
través de la instruccion tf.

Forma de utilizar la instruccion #;

nombre_sistema = tf (numerador, denominador)

/ 4 S~

Variable que identificara al Vector con los coeficientes Vector con los coeficientes
sistema numerador del polinomio del numerador del polinomio del numerador
Ejemplo:

Queremos representar el siguiente sistema continuo:

U(s) s+10 Y(s)
s2+2s+10

\ 4

v

La instruccion de Matlab a utilizar sera:

» sisl = t£([1 10], [1 2 10])
Transfer function:
s + 10

s*2 + 2 s + 10

A partir de este momento, la variable sis1 representara en Matlab el sistema correspondiente a esa funcion
de transferencia.
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3. RESPUESTA A LA SENAL ESCALON

La instruccion step sirve para calcular la respuesta a escalon de cualquier sistema previamente definido.

Caben dos posibilidades:

e  Obtener la representacion grafica de la respuesta
e  Obtener los valores numéricos de la respuesta

Representacion grafica de la respuesta

Obtendremos como ejemplo la respuesta a escalon del sistema continuo definido anteriormente:

U(s)

s+10

Y(s)

\ 4

v

s2+2s+10

Si suponemos que cuando creamos el sistema con la instruccion tf le dimos el nombre sis1, entonces la

instruccion Matlab a teclear sera la siguiente:
» step(sisl)

Y el resultado sera el siguiente grafico:

<) Figure 1

File Edit VYiew Insert Tools Desktop Window Help

j.-i‘!‘«kﬁ k X SR 'i“r;"@\'k_ 3{' @

Step Response

Amplitude

0.4

Time (sec)

wn
m

El grafico representa el valor de la salida del sistema ante entrada escalon

Obtencion de los valores numéricos de la respuesta:

En este caso lo que deseamos no es obtener el grafico sino descargar en una variable el valor de la

respuesta en cada instante de tiempo.

El formato para la instruccion es, en este caso:
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» [y,t] = step(sisl);

Y el resultado sera el siguiente:
e El vector t contendra los instantes de tiempo para los que se ha calculado el valor de la
salida
e El vector y contendra los valores de la salida correspondientes a cada instante de tiempo

NOTA: recordemos que el punto y coma al final de la expresion sirve para que Matlab no muestre en
pantalla el resultado de la operacion, en otro caso habrian aparecido las ristras de valores de las
variables.

Como comprobacion, podemos consultar un valor cualquiera de la variable t y de la variable y; por
ejemplo el valor que hace el nimero 25 de todos los calculados:

» t(25)
ans =
1.2590

» y(25)
ans =
1.2285

Vemos que el valor 25 corresponde al instante de tiempo 1.259 segundos y que el valor de la sefial de
salida en ese instante de tiempo es 1.2285. Podemos comprobar estos valores aproximadamente sobre el

grafico de la respuesta que obtuvimos antes.

Disponer de los valores numéricos de los datos es util para realizar cualquier tipo de operacion
matematica, como buscar el maximo, obtener el valor exacto en un instante de tiempo concreto, etc.

Forma de obtener la respuesta para un escalon no unitario

Lo visto anteriormente considera que al sistema se le aplica un escalon de valor uno. Para escalones no
unitarios basta con multiplicar el sistema por el valor del escalon.

Por ejemplo, para obtener la respuesta a un escalon de 5 unidades bastara con teclear estas instrucciones:
» step(5*sisl)
o bien:

» [y,t] = step(5*sisl);

Forma de obtener la respuesta para instantes de tiempo posteriores

En el ejemplo realizado, Matlab calcula la respuesta del sistema hasta el instante t = 6 segundos (se puede
comprobar sobre el grafico). Si se desea obtener la respuesta para instantes posteriores basta con
especificar un valor para el tiempo final en la instruccion step.

Por ejemplo, si geremos obtener la respuesta ante escaldon del sistema sis1 no hasta el instante t=6 sino
hasta el instante t=12 deberiamos teclear el siguiente comando Matlab:

» step(sisl, 12)

Y el resultado seria el que mostramos en el grafico que aparece a continuacion:
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<) Figure 1
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N~

DEEe | M RRIODEL-S|0EH aO

Step Response

Amplitude

04} .

0 ! I I I
1] 2 4 =] 8 10 12

Time (sec)

4. RESPUESTA A UNA SENAL CUALQUIERA

Al igual que la instruccion step nos ofrece la respuesta de un sistema a una sefial escalon, también es
posible obtener mediante Matlab la respuesta de un sistema ante una entrada cualquiera.

Para ello se utiliza la instruccion Isim que, al igual que la instruccion step, permite obtener los resultados
de dos formas distintas:

e Como una representacion grafica

e  Como valores numéricos

Hemos dicho que la instruccion Isim permite obtener la respuesta de un sistema ante una entrada
cualquiera. El primer paso, antes de utilizar la instruccion, sera definir la entrada a utilizar.

Por ejemplo, si desecamos conocer la respuesta del sistema sisl definido anteriormente ante una entrada
x(t) como la representada en la figura, deberemos en primer lugar definir esa sefal x(t):

X(I)‘ (1)

(')

—

N /

U(s) s+10 Y(s)
s2+2s+10

\ 4
v

Una sefial cualquiera se definird mediante dos vectores:
e Un vector de instantes de tiempo
e Un vector de valores para la sefial en cada uno de esos instantes de tiempo
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Con el objeto de representar la sefial con la mayor precision posible, es recomendable utilizar un gran
numero de valores o, lo que es lo mismo, hacer que los instantes de tiempo entre cada dos valores sean lo

mas pequefios posible.

Formatos para la instruccion Isim:

e Silo que se desea es la representacion grafica de la respuesta:

lsim (nombre_sistema, valor_entrada, t_entrada)

et

¢

~.

Identificador del
sistema

Vector con los valores
de la sefial de entrada

Vector con los instantes de
tiempo de la sefial de entrada

e Silo que se desea es obtener los valores numéricos de la respuesta:

[y, t] = lsim (nombre_sistema, valor_entrada, t_entrada)

Vector de
valores de la

sefial de salida

Vector de
instantes de la
sefial de salida

Al igual que con la instruccion step, los vectores y y ¢ definen la sefial de salida; de este modo es posible
realizar cualquier operacion matematica sobre esos datos.

Ejemplo:

Obtendremos la respuesta del sistema sis1 a la siguiente sefial de entrada:

u(t) 4

»
>

0

10sg

30sg

-

40sg

t

Como primer paso, debemos definir mediante dos vectores t (tiempo) y u (valores) la sefial de entrada. De
acuerdo con lo que se ha visto en practicas anteriores, la definicion de la sefial se hard en tres tramos
mediante las siguientes instrucciones de Matlab:

» tl
» ul
» t2
» u2
» t3

» u3 = 5-0.5*(£3-30) ;

» t
» u

[tl, t2,
[ul, u2,

[0:0.1:10]; % de 0 a 10 seg. a intervalos de 0.1 seqg.
0.5*tl; % primer tramo de la sefial

[10.1:0.1:30]; % de 10.1 a 30 segq.

5*ones (size(t2)) % segundo tramo de la seiial
[30.1:0.1:40]; % de 30.1 a 40 segq.

% tercer tramo de la sefial

t3]; % concatenacién de los vectores de tiempo
u3]; % concatenacién de los vectores de datos

Es conveniente comprobar que se han definido correctamente las variables u y t. Para ello el
procedimiento mas inmediato es utilizar la orden plot de Matlab, con la que podemos representar la
variable u (sefial) en funcion de la variable t (tiempo):

» plot(t,u)
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El resultado debe ser un grafico similar al siguiente:

) Figure 1 Q@@

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N

n_j»_ﬁt‘dc\é k +\_\‘i(rp@QM'@JD|E n O

45} .

S 1

Una vez comprobado que los vectores se han definido correctamente, podemos lanzar la instruccion Isim:
» lsim(sisl,u,t)

Y el resultado sera un grafico con la respuesta que ofrece nuestro sistema sis1 a la entrada anterior:

) Figure 1 Q@@

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~
DEEde | M ARROPDEL- S| 0EH aOd
Linear Simulation Results
5] T T T T T T T
5 - -
4+ .
O
=
2 3t .
g
2k -
1}k .
0 1 1 1 1 1 1 1
1] 5 10 15 20 25 30 35 40
Time (sec)

Podemos ver como la salida del sistema reproduce aproximadamente la entrada al mismo.
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5. REDUCCION DE DIAGRAMAS DE BLOQUES CON MATLAB

Matlab también permite obtener sistemas equivalentes para las principales combinaciones de bloques: en
serie, en paralelo y en realimentacion. De este modo, es posible reducir los diagramas de bloques.

Equivalente de dos bloques en serie:

Es el producto de los dos bloques, en Matlab se obtiene con el comando series:

sys

u —=|  Sys1 | sys2 -

Supuestos definidos los sistemas sys1 y sys2, tecleariamos en Matlab:

» sistema equivalente = series (sysl, sys2)

Equivalente de dos bloques en paralelo:

Es la suma de los dos bloques, en Matlab se obtiene con el comando parallel:

sys

N sys1 -—¢+

O— = ¥

sys2 J )

Supuestos definidos los sistemas sys1 y sys2, tecleariamos en Matlab:

» sistema equivalente = parallel (sysl, sys2)

Equivalente para un esquema de realimentacion:

Se calcula en Matlab mediante el comando feedback:

+

u =) e sysi Y

sys2 -

Supuestos definidos los sistemas sistema 1 y sistema 2, tecleariamos en Matlab:

» sistema equivalente = feedback (sysl, sys2)
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Ejemplo:

Dado el siguiente diagrama de bloques obtener el sistema reducido equivalente:

R(s) + E(s)

|<> . s+ 10

A(s)

M- Sz+2$+10

\ 4

s+ 2

v

10

Y(s)

» sisl = t£([1 10], [1 2 10])
» sis2 = t£([1], [1 2])
» sis3 = 10

» sistema = feedback( series(sisl, parallel(sis2, sis3)),

Transfer function:
10 s*2 + 121 s + 210

s*3 + 14 s*2 + 135 s + 230

1)
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6. TRANSFORMADAS Y ANTITRANSFORMADAS

Matlab permite obtener transformadas y antitransformadas de Fourier y Laplace mediante su médulo de
matematica simbdlica.

Procedimiento:
e Declarar una variable simbolica con la instruccion syms
e  Obtener la transformada para una expresion definida utilizando la variable simbolica anterior

Instrucciones de Matlab correspondientes a cada una de las transformadas:
e fourier transformada de Fourier
e ifourier transformada inversa de Fourier
e laplace transformada de Laplace
e ilaplace transformada inversa de Laplace

Ejemplo:
2
Obtendremos la antitransformada de Laplace de la siguiente expresio F (s) = mﬂ:

Las instrucciones de Matlab que utilizaremos seran:

» syms s
» ilaplace (2/(s*(s+0.5)))
ans =

4-4*exp (-1/2*t)

Por lo tanto, hemos obtenido como respuesta: f(t) =4 — 4+ e 05t

Comprobacion: haciendo el procedimiento inverso buscaremos la transformada de Laplace de f(t):

» syms t
» laplace (4-4*exp(-0.5*t))
ans =

4/s-4/ (s+1/2)

Se obtiene como resultado:

4 4 4(s +0.5) — 4s 2
F(s) =<~ _X )~ _

s+05 s:(s+05)  s-(s+0.5)

... que es la misma funcion F(s) de partida

Como ejercicio, se obtendran antitransformadas de Laplace para las siguientes funciones:

s?+2s+3
Fl(s): (S+1)3 flztz'e_t‘l‘e_t
55+5 _t
F,(s) = fo =1—e"t[cos(2t) — 2 - sen(2t)]

s-(s?+2s+5)
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EJERCICIO 1: TREN-BALA

Se desea estudiar el comportamiento de un tren-bala a altas velocidades. Se supondra que existen dos
fuerzas antagonicas:
fp: fuerza de propulsion producida por el motor

fr: fuerza de resistencia aerodinamica que se opone al avance

fr

(/ I((f l([ Iﬂ E
\
LaS e€cuaciones de COH]pOI taIIlleIltO del SlSteIIla son las SIgulenteS.

Fuolt) = Ke - v2(6) v(t) = velocidad del tren (m/s)
£o0) = Ky - 2(0) z(t) = posicion palanca de mando (mm)
dli @ K&z = constante resistencia aerodindmica = 4 Ns*/m?
T fo(t) — fr(t) Kp = constante del propulsor = 1000 N/mm
M = masa del tren = 5000 Kg

\ 4

M -

Se pide:

e  Operar como en el ejercicio anterior (muelle) hasta llegar a la funcion de transferencia que relaciona la
velocidad del tren con la posicion de la palanca de mando del motor. El sistema es NO lineal, por lo
que se analizara el problema sobre el sistema linealizado entorno a la posicion de equilibrio
correspondiente a una posicion de la palanca de mando = 40 mm.

Dado que en este caso no partimos de una unica ecuacion sino de varias ecuaciones y por tanto de varios
bloques, caben dos posibilidades: representar el diagrama de bloques en Simulink o reducir el mismo hasta
obtener un tinico bloque y representar solo este bloque en Simulink. En cualquier caso, la variable Z(s) sera
la entrada y la variable V(s) la salida:

Z(s) V(s)
—_— () f——

e  Utilizar como entrada un escalén de 2 unidades (cambio brusco de 2 mm. en la palanca de mando) y
comprobar cudl es el efecto en la velocidad del tren. Se deberan obtener los siguientes valores a partir
de las medidas tomadas sobre el grafico:

v Velocidad final alcanzada por el tren.
v' Tiempo que tarda el tren en alcanzar la mitad del incremento de velocidad total.

e Repetir los calculos del apartado anterior (escalon de 2 unidades) obteniendo la funcion de
transferencia resultante para cada uno de estos grupos de valores:
v' M =10000, Kr= 4, Ke=1000
v M=5000, Kr= 16, Kr=1000
v' (En qué aspectos coinciden y en qué aspectos difieren estos sistemas con respecto al primero?

Resultados a obtener con Matlab en cada uno de los casos:
e Gréficos de la velocidad alcanzada por el tren para cada apartado. Los graficos se obtendran con la
instruccién plot tras haber sido llevados a una variable Matlab desde el bloque Scope.

e Comprobacion de que los resultados tedricos obtenidos para cada apartado coinciden con los de
Simulink.
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EJERCICIO 2: ERRORES COMETIDOS CON LA LINEALIZACION

Sobre el mismo ejemplo del ejercicio anterior (tren bala) se desea conocer cual es el error cometido en el
proceso de linealizacion. Para ello se hara lo siguiente:

e Conservar el esquema Simulink del ltimo apartado (M = 5000, Kr = 16, Kr= 1000).

e Enla misma ventana, crear un esquema Simulink que represente el comportamiento del mismo
sistema sin linealizar. En este caso no se puede hacer uso del bloque funcion de transferencia, y
debera representarse directamente la ecuacion diferencial (como en la primera practica de
Simulink).

e Aplicar la misma entrada escalon (amplitud 20) a los dos sistemas y representar las dos salidas
en un mismo osciloscopio; el resultado debe ser similar al que se muestra:

51 untitled * Q@

File Edit Yiew Simulation Format Tools Help
= =)
DESES oy i hem | (BB RPLL AHBE
> system
Modelo Linealizado
Step1 velocidades
» system
Modelo No Lineal
0
]
Ready 100% ode4S Time offset: 0

e Comprobar las diferencias de comportamiento obtenidas para distintos valores del escalon de
entrada. ;Por qué los errores son mayores cuanto mayor es el valor del escalon?

AYUDA:

e La funcion ‘elevar al cuadrado’ se obtiene con el bloque ‘Math function’ perteneciente a la
categoria ‘Math Operations’.

e  Para comparar valores correctamente, utilizaremos como variables de entrada y salida los valores
incrementales de Av(?) y Az(z). Deberemos por tanto realizar la conversion a la entrada y salida en el
sistema no lineal de estas variables utilizando un bloque constante.

v(t) = v(0) + Av(t)
z(t) = z(0) + Az(t)

e  Para introducir los términos del punto de equilibrio (v(0), z(0)) utilizaremos el bloque ‘Constant’
perteneciente a la categoria ‘Math Operations’.

e Al simularse respecto a un punto de equilibrio no nulo, en el integrador del sistema no lineal debe
configurarse el valor inicial v(0):




