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Presentación 
Prólogo de los coordinadores 

Las Jornadas de Robó�ca y Bioingeniería de 2023 �enen lugar en la Escuela Técnica 
Superior de Ingeniería Industrial de la Universidad Politécnica de Madrid, entre los días 14 y 16 
de junio de 2023. En este evento propiciado por el Comité Español de Automá�ca (CEA) �ene 
lugar la celebración conjunta de las XII Jornadas Nacionales de Robó�ca y el XIV Simposio CEA 
de Bioingeniería. 

Las Jornadas Nacionales de Robó�ca es un evento promovido por el Grupo Temá�co de 
Robó�ca (GTRob) de CEA para dar visibilidad y mostrar las ac�vidades desarrolladas en el ámbito 
de la inves�gación y transferencia tecnológica en robó�ca. Asimismo, el propósito de Simposio 
de Bioingeniería, que cumple ahora su decimocuarta dicción, es el de proporcionar un espacio 
de encuentro entre inves�gadores, desarrolladores, personal clínico, alumnos, industriales, 
profesionales en general e incluso usuarios que realicen su ac�vidad en el ámbito de la 
bioingeniería. Estos eventos se han celebrado de forma conjunta en la anualidad 2023. 

Esto ha permi�do aunar y congregar un elevado número de par�cipantes tanto de la 
temá�ca robó�ca como de bioingeniería (inves�gadores, profesores, desarrolladores y 
profesionales en general), que ha posibilitado establecer puntos de encuentro, sinergias y 
colaboraciones entre ambos. 

El programa de las jornadas aúna comunicaciones cien�ficas de los úl�mos resultados 
de inves�gación obtenidos, por los grupos a nivel español más representa�vos dentro de la 
temá�ca de robó�ca y bioingeniería, así como mesas redondas y conferencias en las que se 
deba�rán los temas de mayor interés en la actualidad.  

En relación con las comunicaciones cien�ficas presentadas al evento, se ha recibido un 
total de 46 ponencias, lo que sin duda alguna refleja el alto interés de la comunidad cien�fica en 
las Jornadas de Robó�ca y Bioingeniería. Estos trabajos serán expuestos y presentados a lo largo 
de un total de 10 sesiones, distribuidas durante los diferentes días de las Jornadas. Las temá�cas 
de los trabajos cubren los principales retos cien�ficos relacionados con la robó�ca y la 
bioingeniería: robó�ca aérea, submarina, terrestre, percepción del entorno, manipulación, 
robó�ca social, robó�ca médica, teleoperación, procesamiento de señales biológicos, 
neurorehabilitación etc. 

Confiamos, y estamos seguros de ello, que el desarrollo de las jornadas sea 
completamente produc�vo no solo para los par�cipantes en las Jornadas que podrán establecer 
nuevos lazos y relaciones fruc�feras entre los diferentes grupos, sino también aquellos 
inves�gadores que no hayan podido asis�r. Este documento que integra y recoge todas las 
comunicaciones cien�ficas permi�rá un análisis más detallado de cada una de las mismas. 

Óscar Reinoso García  

Coordinador de CEA – GTRob 

Eduardo Rocon de Lima  

Coordinador de CEA – Bioingeniería 
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Análisis de estabilidad de un robot caminante en terrenos naturales

Mollá-Santamaría, P.a,*, Peidró, A.a, Fabregat-Jaén, M.a, Jiménez, L. M.a, Payá, L.a, Reinoso, Ó.a, b

a Instituto de Investigación de Ingeniería de Elche (I3E), Universidad Miguel Hernández de Elche, Avda. de la Universidad s/n, Edificio Innova, 03202 Elche, 
Alicante, España.

b ValgrAI: Valencian Graduate School and Research Network of Artificial Intelligence, Camí de Vera s/n, Edificio 3Q, 46022 Valencia, España.

Resumen

Este artículo estudia dos métodos para analizar la estabilidad de un robot modular con múltiples patas, diseñado para moverse 
por entornos naturales con contactos no coplanares con distinta orientación. Para garantizar la estabilidad en un punto de 
contacto, la reacción del terreno debe estar contenida en un cono de fricción. Trabajos previos utilizan una aproximación lineal 
del cono a una pirámide, de manera que la fuerza de reacción en el punto de contacto debe ser una combinación lineal con 
coeficientes no-negativos de las aristas laterales que componen dicha pirámide. En este artículo, primeramente, se modela el 
terreno con un mallado triangular y se realiza una subdivisión de los triángulos para identificar eficientemente con k-d trees 
aquellos más cercanos a los pies del robot. Posteriormente, se verifica la estabilidad del robot utilizando la aproximación 
piramidal del cono de fricción mediante la comparación de dos métodos: el método del politopo y el nuevo método de Newton.

Palabras clave: estabilidad, robot caminante, contactos no-coplanares, cono de fricción, vuelco.

Stability analysis of a walking robot in natural terrain 

Abstract

This paper studies two methods to analyze stability of a legged modular robot, designed to move through natural 
environments with non-coplanar contacts that have different orientations. In order to ensure stability at a contact point, the ground 
reaction must be contained within a friction cone. Previous works use a linear approximation of the cone to a pyramid, such that 
the reaction force at the contact point should be a linear combination with non-negative coefficients of the lateral edges that 
compose the pyramid. In this paper, firstly, the terrain is modeled with a triangular mesh and a subdivision of the triangles is 
performed to efficiently identify those closest to the robot's feet using k-d trees. Afterwards, the stability of the robot is verified 
using the pyramidal approximation of the friction cone by comparing two methods: the polytope method and the Newton’s new
method. 

Keywords: stability, walking robot, non-coplanar contacts, friction cone, tipping.

1. Introducción

Este artículo analiza la estabilidad de un robot con múltiples
patas, cuyo objetivo es moverse por entornos naturales 
accidentados, como montes. Uno de los métodos más 
extendidos para analizar la estabilidad de robots caminantes es 
el método del Punto de Momento Nulo o ZMP, por sus siglas 
en inglés: Zero Moment Point (Vukobratović y Borovac, 

2004). Dicho punto es aquel respecto al que los momentos de 
las fuerzas de reacción del suelo en los puntos de contacto con 
el robot no tienen componente horizontal. Si dicho punto se 
mantiene dentro del polígono de soporte formado por los 
puntos de contacto, el robot no volcará. Sin embargo, el 
método del ZMP asume que todos los puntos de contacto son 
coplanares, y que el suelo ofrece la suficiente fricción para que 
las patas del robot no patinen o deslicen. Estas limitaciones 
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impiden aplicar el método del ZMP para analizar la estabilidad 
de la locomoción de robots que caminan por entornos naturales 
como montes, que son accidentados e irregulares, donde el 
robot necesita apoyar sus patas en puntos que no son 
coplanares, ni presentan el mismo vector normal perpendicular 
al terreno, ni ofrecen siempre la suficiente fricción estática. 

Para solucionar las limitaciones del método del ZMP, 
surgió el concepto de “Cono de Wrenches de Contacto” o 
CWC (Hirukawa et al., 2006), donde “wrench” es el término 
inglés que hace referencia a un vector 6D que representa una 
fuerza y/o un momento, donde dicha fuerza y momento pueden 
ser independientes o pueden estar acoplados. El concepto del 
CWC se basa en la idea de que, en cada punto de contacto del 
suelo   perpendicular al plano, y cuya apertura depende del 
coeficiente de fricción estática entre la pata y el suelo. Por 
simplicidad computacional, dichos conos se suelen aproximar 
por pirámides. Por cada arista lateral de dicha pirámide, con 
origen en su ápice, se define una fuerza de contacto y, junto 
con el momento de dicha fuerza, se construye un wrench 6D. 
Todos estos wrenches, considerando todas las pirámides de 
todos los puntos de contacto, definen el CWC, que es un 
politopo en 6 dimensiones. Si la resultante de todas las fuerzas 
y momentos inerciales, gravitatorias y otras fuerzas externas 
que actúan sobre el robot (exceptuando las fuerzas de reacción 
del terreno) cae dentro del CWC, el robot se mantendrá estable 
en su locomoción: ni volcará, ni patinará por insuficiente 
fricción. 

El concepto de CWC se ha utilizado para planificar la 
locomoción estable de robots caminantes, tanto bípedos 
humanoides (Dai y Tedrake, 2016; Navaneeth, Sudheer, y Joy, 
2022), como cuadrúpedos (Aceituno-Cabezas et al., 2017). 
Normalmente, estos trabajos parten de una secuencia 
precalculada de puntos del terreno en los que el robot deberá ir 
apoyando sus patas durante su travesía, y se centran en calcular 
la trayectoria del centro de masa del robot para garantizar que 
las fuerzas gravito-inerciales se mantienen dentro del CWC, 
maximizando cierto margen o distancia a las fronteras del 
CWC, y minimizando el momento angular centroidal del 
robot. Algunos trabajos más recientes, como (Aceituno-
Cabezas et al., 2018), ni siquiera parten de una secuencia 
precalculada de puntos de apoyo, sino que también los 
determinan a la vez que planifican la locomoción global del 
robot, logrando así una solución más óptima, o incluyendo 
también el sensado y mapeado del terreno mediante sensores a 
bordo del robot, entre otras mejoras (Jenelten, Grandia, 
Farshidian, y Hutter, 2022). También son destacables trabajos 
como (Orsolino et al., 2018), que interseca el CWC con un 
politopo que tiene en cuenta las limitaciones de par de los 
actuadores del robot, o (Ellenberg y Oh, 2014), que usan el 
concepto del CWC para analizar la estabilidad de un robot 
humanoide para trepar por escaleras verticales de tipo ladder, 
considerando la restricción de que las reacciones ejercidas por 
el entorno sobre el robot podrían, en general, no ser tan 
arbitrariamente grandes como se necesite para garantizar la 
estabilidad. 

Habitualmente, el test de estabilidad mediante CWC es una 
operación que demanda una carga computacional notable, 
considerando que se debe calcular un politopo que es la 
envoltura convexa de los wrenches 6-dimensionales de 
contacto (habrá M wrenches por cada punto de contacto, donde 

M es el número de lados de la base de la pirámide que aproxima 
al cono de fricción en cada punto de contacto), y luego hay que 
comprobar si los wrenches gravito-inerciales que sufre el robot 
durante su movimiento están en el interior de dicho politopo, 
evaluando el signo que resulta de evaluar dichos wrenches en 
la ecuación del hiperplano que define cada una de las 
numerosas caras del mencionado politopo en un espacio de 6 
dimensiones. Por ello, algunos trabajos se han esforzado en 
reducir el coste de estas operaciones, para reducir tiempos y 
poder realizar rápidamente tests de estabilidad mientras se 
controla el robot en tiempo real. En este sentido, Li et al. 
(2022) presentan un test simplificado que aproxima al 
polígono de contacto por un segmento efectivo, sacrificando 
precisión por velocidad. Caron y Kheddar (2016) formulan el 
test de pertenencia al CWC como un problema dual de 
comprobar la pertenencia de la aceleración del centro de masa 
del robot a un volumen tridimensional. Por último, Caron, 
Pham y Nakamura (2017) proyectan el CWC en un simple 
polígono 2D en el que debe proyectarse el centro de masa del 
robot para garantizar la estabilidad, generalizando el método 
del ZMP a las situaciones donde la fricción puede ser 
insuficiente o los puntos de contacto pueden no ser coplanares. 

En este artículo analizamos la estabilidad de un robot 
caminante de 8 patas pensado para moverse por entornos 
naturales, de modo que el robot podría tener que apoyar 
distintas patas en puntos no coplanares del terreno, donde cada 
punto puede tener distinto coeficiente de fricción y/o distinto 
vector normal. En primer lugar, se describe un método para 
subdividir un modelo STL del terreno en triángulos más 
pequeños, con el fin de encontrar eficientemente, mediante k-
d trees, el triángulo más cercano donde apoyar cada pata del 
robot. A continuación, se estudia la estabilidad del robot 
considerando diversos números de patas apoyadas en el 
terreno. Primero se estudia la estabilidad por el método 
habitual del politopo CWC en 6 dimensiones, y después, como 
novedad, se resuelve el test de estabilidad por un método 
alternativo basado en expresar la pertenencia al politopo como 
un sistema indeterminado de ecuaciones cuadráticas, que se 
resuelven por el método de Newton para sistemas de 
ecuaciones no-lineales. Diversas pruebas realizadas 
demuestran que el método de Newton requiere tiempos de 
cómputo de un orden de magnitud menores que el habitual 
método del politopo en aquellas situaciones en las que el 
resultado del test es estable, mientras que el método de Newton 
resulta más lento cuando el resultado es inestable, debido a la 
necesidad de realizar el suficiente número de iteraciones antes 
de decidir que el apoyo del robot sobre el terreno es inestable. 

Este artículo está organizado como sigue. En la Sección 2 
se describe el robot de 8 patas que se utiliza como caso de 
estudio en este artículo. La Sección 3 describe cómo se modela 
el terreno natural por el que se mueve el robot, como un fichero 
STL, y se describe un método para subdividir los triángulos 
que modelan dicho terreno para encontrar eficientemente 
aquellos triángulos más cercanos en los que debe apoyarse 
cada pata del robot. A continuación, en la Sección 4 se analiza 
la estabilidad del robot, primero mediante el habitual método 
del politopo, y después mediante un nuevo método que se basa 
en convertir inecuaciones en ecuaciones y resolverlas por el 
método de Newton. Ambos métodos se ilustran y comparan 
mediante ejemplos en la Sección 5. Por último, la sección 6 
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presenta las conclusiones y sugiere trabajos futuros derivados 
de este. 

2. Descripción del robot

En esta sección se presenta el robot caminante modular que
se ha utilizado para implementar los métodos estudiados en 
este artículo para el análisis de la estabilidad. 

El robot cuadrúpedo, presentado en la Figura 1, ha sido 
diseñado y modelado en Siemens NX incorporando las 
articulaciones necesarias en cada pata para permitir que el 
robot se mueva de la manera más realista posible. Cada pata 
cuenta con tres grados de libertad, q1 permite el movimiento 
hacia delante y hacia atrás de la pata, q2 proporciona el 
movimiento de levantamiento y bajada de la pata, y, por 
último, q3 posibilita la flexión o estiramiento de la pata (Figura 
1). Además, el cuerpo central del robot puede desplazarse y 
orientarse en los ejes x, y, z, lo que dota al robot de un total de 
dieciocho grados de libertad que le permiten moverse con 
facilidad por entornos naturales accidentados. 

Figura 1: Robot cuadrúpedo realista elaborado en Siemens NX. 

Después de diseñar el robot de manera realista en Siemens 
NX, se ha simplificado su representación en Matlab. El robot 
simplificado consta de dos módulos idénticos a los mostrados 
en la Figura 1 pero con forma alámbrica y unidos entre sí 
mediante una articulación esférica actuada, como se muestra 
en la Figura 2. Este robot será el que se utilice en secciones 
posteriores de este artículo. 

Figura 2: Robot cuadrúpedo con estructura alámbrica en Matlab. 

3. Modelado y subdivisión del terreno

En esta sección, se considera que el robot propuesto tiene
algunos de sus pies inicialmente apoyados en el entorno, 
mientras que el resto están en el aire. El objetivo de esta 

sección es determinar el punto de apoyo en el terreno más 
cercano a cada pie del robot en el que debería apoyar las patas 
libres. Para lograrlo, es fundamental adaptar el terreno, lo cual 
facilitará también el posterior estudio de estabilidad del robot. 

Cabe destacar que en el procedimiento que se describe a 
continuación, se asume que el terreno está definido por una 
malla triangular en un archivo STL, la cual puede ser modelada 
mediante algún software de diseño 3D o bien obtenida a partir 
de una nube de puntos captada por algún sensor de rango, como 
podría ser un láser. En el presente estudio, se modela el terreno 
en 3D utilizando el software Autodesk Inventor, y 
posteriormente se exporta en formato de archivo STL debido a 
su capacidad de representar gráficamente objetos sólidos 
mediante la aproximación de la superficie con triángulos. Esta 
representación gráfica mejora la eficiencia computacional y 
facilita la visualización y análisis de propiedades geométricas 
y topológicas del terreno en Matlab. 

El procedimiento para identificar el punto más cercano del 
terreno al efector final de la pata libre del robot que se desea 
apoyar en el entorno consiste, en primer lugar, en determinar 
el triángulo que forma parte del terreno que se encuentre más 
cercano al pie y, en segundo lugar, en proyectar el pie en dicho 
triángulo. Esto se realiza para cada pata libre que se pretenda 
apoyar en el terreno.  

Inicialmente se consideró realizar una búsqueda por fuerza 
bruta, es decir, buscando entre todos los triángulos del entorno, 
lo cual resultó computacionalmente costoso. Por lo tanto, la 
solución adoptada finalmente consiste en limitar la búsqueda 
únicamente a los triángulos que se encuentran a una distancia 
pequeña del hombro de la pata del robot, con el fin de mejorar 
la eficiencia del proceso. Para lograr esto, se subdividen los 
triángulos en otros más pequeños y se obtienen los centroides 
de cada triángulo para construir un k-d tree. Este k-d tree 
permite identificar eficientemente los centroides que se 
encuentran dentro de una esfera de radio r de 0.2m (siendo r la 
longitud de la pata totalmente estirada) centrada en el hombro 
de la pata del robot. Solo con estos centroides se obtendrá el 
triángulo más cercano al pie de cada pata y su proyección sobre 
el terreno. 

Atendiendo a la subdivisión de los triángulos, se realiza una 
subdivisión recursiva hasta que cada triángulo del terreno 
quede circunscrito en un círculo de radio menor a R (en este 
caso, 0.5m). El método de subdivisión que inicialmente se 
implementó consistía en fraccionar cada triángulo mediante la 
unión del centro de cada lado con el vértice opuesto. No 
obstante, este método requería mucho tiempo y generaba 
triángulos con dimensiones muy distintas, ya que se tenían que 
realizar numerosas subdivisiones hasta lograr que aquellos 
triángulos con forma achatada quedaran circunscritos en una 
circunferencia de radio R. Con el objetivo de obtener una 
subdivisión del terreno con triángulos más equiaxiales, se 
desarrolla un nuevo método que consiste en dividir el lado más 
largo del triángulo en N segmentos (tomando 10 como valor 
de N) y luego unirlos con el vértice opuesto. A continuación, 
en la Figura 3 se muestra el terreno original y el terreno 
subdividido. 

Una vez que el terreno ha sido subdividido, para el extremo 
final Qi de cada pata libre i, se calcula su proyección Pi en el 
triángulo más cercano a Qi, de modo que Pi sería el punto 
donde apoyar la pata libre (Figura 4). 
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Figura 3: a) Terreno original. b) Terreno subdividido. 

4. Análisis de estabilidad

El estudio de la estabilidad del robot es crucial para prevenir
situaciones de vuelco y deslizamiento y asegurar su correcto 
funcionamiento y seguridad. Los puntos de apoyo del robot en 
el entorno juegan un papel fundamental en la garantía de su 
estabilidad. El número de apoyos y su ubicación adecuada son 
determinantes para mantener el equilibrio del robot y evitar 
caídas o movimientos indeseados que puedan comprometer su 
seguridad y precisión en la ejecución de tareas. Por lo tanto, un 
análisis detallado y minucioso de los puntos de apoyo es 
esencial para garantizar la estabilidad del robot. Asimismo, las 
superficies de contacto proporcionan suficiente fricción para 
mantener al robot en equilibrio durante su funcionamiento, 
minimizando así los posibles riesgos asociados a 
deslizamientos. 

Figura 4: a) Robot con siete patas apoyadas sobre el terreno y una pata en el 
aire. b) Mismo robot, pero tras apoyar la pata libre en el punto Pi.  

El punto de momento cero (ZMP, por sus siglas en inglés 
Zero Moment Point) es un parámetro fundamental para 
determinar si un robot se encuentra en equilibrio y es capaz de 
mantener una posición estable durante su funcionamiento. El 
ZMP es el punto respecto al cual las fuerzas de reacción no 
ejercen momentos en el plano de contacto del robot con el 
entorno, por ello, no existe momento de vuelco. Para asegurar 
la estabilidad en planos horizontales el ZMP se debe encontrar 
dentro de la envoltura convexa formada por los puntos de 
contacto del robot con su entorno. Sin embargo, el análisis de 
estabilidad se vuelve más complejo cuando los pies del robot 
están ubicados en distintos planos del terreno con diferentes 
inclinaciones. 

El análisis de la estabilidad de robots con múltiples 
contactos no coplanares es un desafío importante en el campo 
de la robótica. El método propuesto por Hirukawa et al. (2006) 
aborda esta problemática considerando restricciones de 
fricción entre los puntos de contacto y el terreno. La estabilidad 
de un punto de contacto Ci se evalúa mediante la fuerza de 
contacto fi, que es la suma vectorial de la fuerza normal en el 
punto de contacto ni y la fuerza de fricción. Es ampliamente 
conocido que para que el punto de contacto sea considerado 
estable, esta fuerza de contacto debe estar dentro del cono de 
fricción. 

El cono de fricción es una representación geométrica que 
describe las posibles combinaciones de fuerza normal y fuerza 
de fricción permitidas por las restricciones de fricción en el 
punto de contacto (1). El eje del cono de fricción es la normal 
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en el punto de contacto, mientras que la amplitud del cono de 
fricción está determinada por el coeficiente de fricción del 
terreno µi en el punto de contacto. Un mayor coeficiente de 
fricción implica una mayor amplitud del cono de fricción.  

     ‖𝐧𝑖  𝑥 𝐟𝑖 𝑥 𝐧𝑖 ‖2 ≤  𝜇𝑖( 𝐟𝑖 · 𝐧𝑖 ) (1) 

La inclusión del cono de fricción en el análisis de la 
estabilidad de robots con múltiples contactos no coplanares 
permite tener en cuenta las restricciones de fricción entre los 
puntos de contacto y el terreno, lo cual es esencial para una 
evaluación más precisa de la estabilidad del robot en 
situaciones reales con terrenos irregulares. 

En numerosos artículos, como por ejemplo el artículo de 
Caron et al. (2017), se utiliza una aproximación lineal del cono 
de fricción puesto que permite obtener soluciones 
computacionalmente más eficientes en términos de velocidad 
de cálculo y procesamiento. Esta aproximación se basa en el 
uso de vectores que definen los límites del cono, formando una 
pirámide, denotados como fij. Según esta aproximación, para 
que el punto de contacto sea estable, se debe cumplir la 
condición (2) que involucra los vectores fij y los momentos de 
dichos vectores teniendo en cuenta la posición de Ci respecto 
al eje de coordenadas global, definido como pCi. Esta 
condición se expresa matemáticamente de la siguiente forma:  

 [
𝐟

𝛕𝑂
] = ∑ 𝜆𝑖𝑗

𝑖𝑗

[
𝐟𝑖𝑗

𝐩𝐶𝑖 𝑥 𝐟𝑖𝑗
]     𝜆𝑖𝑗 ≥ 0 (2) 

Donde el subíndice i recorre los puntos de contacto y j

recorre las aristas utilizadas para aproximar los conos de 
fricción a pirámides.  

Esta desigualdad describe que la resultante de las fuerzas y 
momentos (de gravedad, de inercia, …) que pueden hacer 
volcar o deslizar el robot, representada por 𝐟 y 𝛕𝑂 
respectivamente, debe ser una combinación lineal de fij y sus 
momentos, con coeficientes 𝜆 no-negativos. Esto implica que 
las reacciones fi están dentro de la pirámide de fricción, lo cual 
garantiza la estabilidad del robot. Es importante tener en cuenta 
que es una aproximación que está por el lado de la seguridad 
puesto que la pirámide está contenida dentro del cono. No 
obstante, en situaciones en las que se requiera un alto grado de 
precisión en la evaluación de la estabilidad habrá que 
aproximar el cono a una pirámide con más caras laterales, es 
decir, con más vectores fij. Para los ejemplos que se exponen 
en este artículo se han tomado 10 vectores fij. 

En el presente artículo, se analizan dos procedimientos 
distintos para la resolución de (2): el habitual método del 
politopo CWC y un nuevo método por Newton. 

4.1 Método del politopo

Para determinar si los puntos de contacto son estables, debe 
existir solución para (2) con λ≥0. Una forma habitual para 
comprobar esto geométricamente es la que se presenta en esta 
subsección, con el método del politopo CWC. 

Este primer método establece que para que el lado izquierdo 
de la ecuación [ 𝑓

𝜏𝑂
], conocido como 𝑤𝑖

𝑐 (que puede entenderse 
como un punto de 6 coordenadas en un espacio 6D), sea 

combinación lineal de los vectores fij, con coeficientes de λ no-
negativos, 𝑤𝑖

𝑐 debe de pertenecer al interior de un politopo 
formado por la envoltura convexa de los vectores del lado 
derecho de la ecuación (considerados como puntos 6D) junto 
con el origen de coordenadas, siendo este un vector nulo de 6 
dimensiones.  

De este modo, teniendo en cuenta que los λ tienen que ser 
positivos o nulos para cumplir la condición de estabilidad, 
siempre que 𝑤𝑖

𝑐 pertenezca a algún politopo escalado 
positivamente desde el origen de coordenadas, será suficiente 
para asegurar la estabilidad del punto de contacto. Por lo que 
si el segmento que une el punto 𝑤𝑖

𝑐 con el origen de 
coordenadas no contiene ningún punto dentro del politopo, se 
puede afirmar que no existe un escalado del politopo que sea 
capaz de encerrar el punto final del segmento, como se muestra 
en la Figura 5 en 2D por simplicidad. Para llevar a cabo esta 
comprobación, se ha acercado el punto 𝑤𝑖

𝑐 al origen, escalando 
el segmento 𝑤𝑖

𝑐 hasta un 1% de su tamaño. De manera que si 
este punto muy próximo al origen, 𝑤𝑖

𝑐 ′, no se encuentra dentro 
de la envoltura convexa, aunque se escale la envoltura convexa 
desde el origen de coordenadas, ningún punto del segmento 
estará dentro de ella, lo que implica que no se cumple la 
condición de estabilidad (Figura 5a). Por el contrario, si 𝑤𝑖

𝑐 ′ 
está dentro de la envoltura convexa, el contacto será estable, 
ya que, si se escala la envoltura convexa desde el origen, 
𝑤𝑖

𝑐quedará dentro de esta (Figura 5b). 

Figura 5: a) El contacto no es estable por el método del politopo. b) Es estable 
por el método del politopo.  

Para determinar si 𝑤𝑖
𝑐 está dentro de la envoltura convexa 

6D, se calculan las normales de cada cara del politopo 
utilizando el método de descomposición de valores singulares 
y se verifica que estas apunten hacia el interior de la envoltura, 
comparándolas con el punto más lejano posible del politopo 
mediante la ecuación del hiperplano. En caso de que las 
normales apunten hacia el exterior, se fuerza su dirección hacia 
el interior cambiando el sentido de la normal, quedando todas 
las normales de las caras del politopo apuntando hacia el 
interior del mismo. De esta manera, atendiendo al sentido de 
las normales en cada cara, se puede examinar en qué lado se 
encuentra 𝑤𝑖

𝑐 y, por ende, si está dentro o fuera del politopo, lo 
que permite conocer la estabilidad del robot.  

4.2 Método de Newton

Por otro lado, el segundo método de resolución que se 
propone en este artículo se basa en utilizar el método iterativo 
de Newton para encontrar una solución a partir de valores 
aleatorios de λ en la que se cumpla (2) y así comprobar la 
estabilidad. Para ello, se ha convertido la desigualdad original 
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𝜆𝑖𝑗 ≥ 0   en una nueva ecuación equivalente (introduciendo una 
variable auxiliar 𝑡𝑖𝑗, que puede tomar cualquier valor) que 
permite resolver por el método de Newton el sistema de 
ecuaciones, y viene dada por la expresión: 

𝜆𝑖𝑗 = 𝑡𝑖𝑗
2   (3) 

Sustituyendo en (2) la desigualdad por (3), se tiene un 
sistema indeterminado de ecuaciones, que podría admitir 
infinitas soluciones, y se encuentra una de ellas mediante 
iteraciones por el método de Newton para sistemas no-lineales. 

Para implementar este método, se utiliza un bucle que 
genera 15 valores aleatorios de λ y posteriormente se aplica el 
método de Newton para verificar si alguno de ellos converge, 
con un límite máximo de 100 iteraciones de Newton por cada 
valor aleatorio. Si se encuentra una solución, se considera que 
es estable. En caso contrario, si no se encuentra una solución, 
se concluye que no es estable. 

5. Resultados

Con el objetivo de verificar la efectividad de los dos
métodos descritos, se ha desarrollado una función en Matlab 
que calcula la estabilidad del robot utilizando ambos 
procedimientos. Esto ha permitido confirmar que ambos 
métodos proporcionan resultados coincidentes. 

En situaciones en las que el robot se encuentra en una 
posición estable tanto el método de Newton como el del 
politopo calculan rápidamente el análisis de estabilidad (Figura 
6). Sin embargo, el método de Newton es aproximadamente 10 
veces más rápido que el politopo, con un tiempo de respuesta 
de 0.008 segundos en comparación con los 0.115 segundos del 
método del politopo. Es importante destacar que el método de 
Newton para todos los casos que se han probado ha necesitado 
únicamente un intento (en cada intento parte de un valor inicial 
aleatorio de λ) para converger a la solución de estabilidad.  

 En casos de inestabilidad como el que se puede observar en 
la Figura 7, el método del politopo demostró ser más eficiente, 
proporcionando una respuesta en 0.051 segundos. Por el 
contrario, el método de Newton agotó los 15 intentos de 
convergencia, donde en cada intento se realizaron 100 
iteraciones de Newton hasta comprobar que no había solución 
para ningún valor inicial aleatorio de λ, lo que resultó en un 
tiempo de respuesta más lento de 1.121 segundos. 

Atendiendo a estos resultados, se puede concluir que ambos 
métodos son eficientes. Sin embargo, cabe destacar que el 
método de Newton es significativamente más directo y sencillo 
de implementar puesto que no requiere de un procedimiento de 
resolución tan extenso como el método de politopo y, además, 
es bastante más rápido cuando el resultado de la estabilidad del 
robot es estable.  

6. Conclusiones

En el estudio de la locomoción de robots con múltiples patas
que se desenvuelven por entornos accidentados, es 
fundamental asegurar la estabilidad del robot para evitar 
posibles deslizamientos o vuelcos.  

En este artículo se presenta, por un lado, un modelo de 
triangulación del mallado del entorno para identificar eficien- 

Figura 6: El robot se encuentra en una posición estable, con cuatro de sus patas 
apoyadas en el terreno y las otras cuatro en el aire. Se puede observar los conos 
de fricción aproximados por pirámides de vectores rojos (para el cuerpo 
amarillo) y azules (para el cuerpo cian). 

Figura 7: El robot se encuentra en una posición de inestabilidad, con cinco 
patas en el aire y tres de sus patas apoyadas en el terreno. 

temente los posibles puntos de contacto en los triángulos más 
cercanos a los extremos finales de las patas. Por otro lado, se 
estudian dos métodos para el análisis de la estabilidad con 
múltiples contactos no coplanares y con distintas pendientes: 
el método del politopo y el método de Newton, propuesto en 
este artículo. Ambos métodos proporcionan soluciones de 
respuesta muy rápida en situaciones de estabilidad. Pero 
cuando el robot se encuentra en una posición inestable, el 
método del politopo es más rápido que el método de Newton, 
ya que este último requiere más tiempo computacional para 
resolver todas las iteraciones. No obstante, dado que el método 
de Newton, cuando converge en una situación de estabilidad, 
lo hace en el primer intento (o al menos así se ha observado en 
todas las pruebas realizadas), podría considerarse que el 
contacto será inestable si no converge tras el primer intento, 
acelerando así la respuesta del método de Newton en 
situaciones de inestabilidad. 

En el presente artículo, se demuestra que además del méto-
do ampliamente conocido del politopo para el estudio de la 
estabilidad, el método de Newton también es una opción 
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altamente eficiente debido a su sencilla implementación y 

velocidad de respuesta. 

Como líneas de investigación futuras, se podría 

implementar los métodos propuestos para la planificación de 

trayectorias de un robot real con múltiples patas que vaya a 

moverse por entornos irregulares naturales. 
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