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PREFACIO 

 

Esta publicación contiene las ponencias completas que se han inscrito, tras haber superado el proceso de 

selección, en el 9º Congreso Iberoamericano de Ingeniería Mecánica que se ha celebrado en la ciudad de Las 

Palmas de Gran Canaria (España) del 17 al 20 de noviembre de 2009. Este Congreso ha sido organizado por el 

Departamento de Ingeniería Mecánica de la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria (ULPGC), por encargo 

de la Federación Iberoamericana de Ingeniería Mecánica (FeIbIM/FeIbEM). 

En el Congreso han estado representados los siguientes países iberoamericanos: Argentina, Brasil, Chile, 

Colombia, Cuba, Ecuador, Costa Rica, España, México, Perú, Portugal y Venezuela. Además, hemos recibido 

comunicaciones de Alemania, Holanda, Italia, Marruecos y Noruega, demostrando que el interés por el Congreso 

trasciende el ámbito puramente iberoamericano. 

El libro de actas, que contiene 420 comunicaciones, se edita en versión digital, con su ISBN, con el fin de que la 

consulta de la documentación sea lo más efectiva posible, facilitando la búsqueda por temática, palabras clave, 

etc. 

Este libro de ponencias se puede consultar en la página web del Congreso (www.cibim9.com) y una vez 

finalizado el mismo se puede encontrar en la página web de la Federación (www.feibim.org). 

La Comisión Organizadora agradece a todos los colegas miembros del Comité Científico el trabajo realizado en 

la revisión de las comunicaciones, así como en la coordinación de las sesiones de trabajo. Asimismo, deseamos 

agradecer el esfuerzo a todas las personas que han colaborado en la realización del Congreso, desde la edición de 

documentos hasta los aspectos organizativos. 

Finalmente, deseamos agradecer profundamente a todos los colegas inscritos sus artículos y su asistencia porque, 

evidentemente, el Congreso sólo es posible gracias a su participación. 

 

 

El Presidente de la Comisión Organizadora 

Roque Calero Pérez 
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Área Temática: Métodos numéricos 

 
 
 
RESUMEN 
 

El rodamiento es un elemento mecánico ampliamente estudiado por ser uno de los primeros 

componentes que dan muestras de fallo en la máquina. A pesar de su sencillez constructiva, el 

comportamiento no lineal y aleatorio de sus elementos durante el funcionamiento,  le marca un 

calificativo de alta complejidad a la hora de intentar reproducir su comportamiento mediante modelos 

matemáticos: los desplazamientos, velocidades o aceleraciones de alguno de las piezas que lo 

componen. En este artículo se presenta un modelo de rodamiento de bolas obtenido a partir de la 

ecuación  de Lagrange, considerando el rodamiento como un sistema de masas y muelles. Las 

constantes de rigidez de los resortes que representan los contactos, se obtienen a partir de la teoría de 

Hertz . Las ecuaciones del movimiento, obtenidas del modelo, se han integrado utilizando la 

herramienta Simulik de Matlab. También se han realizado ensayos en banco de rodamientos para 

posteriormente validar el modelo. 

 
PALABRAS CLAVE: Modelo Matemático, Rodamiento, Ecuación de Lagrange 
 
 
 
INTRODUCCIÓN 
 

Los rodamientos son elementos mecánicos robustos pero en condiciones operativas no óptimas son los 
primeros en presentar fallos. Esto va implícito en el diseño de la máquina: es preferible verse obligado a sustituir un 
rodamiento a, por ejemplo, un eje. En las actualidad, con la introducción de nuevos materiales y al refinamiento en 
los procesos de fabricación y montaje , tienen una expectativa de vida semejante al resto de componentes mecánicos 
de la máquina. 

En diversos textos de la literatura técnica [11,15] se desarrollan, con detalle, los aspectos morfológicos, 
cinemáticos, dinámicos, tribológicos, etc. de los rodamientos. Ahora bien, debido a la complejidad de estos 
componentes mecánicos y a que se les exige elevadas prestaciones (altas velocidades, gran capacidad de carga y, 
sobre todo, fiabilidad), hay algunos aspectos técnicos de los mismos que no han sido totalmente resueltos.  
El análisis del comportamiento dinámico de los rodamientos es determinante para conocer la respuesta vibratoria de 
las máquinas rotativas. El comportamiento de los rodamientos es no lineal y como sistemas no lineales, con 
frecuencia, no responden al patrón de comportamiento esperado, además de ser muy sensibles a las condiciones 
iniciales. 

Para intentar comprender todos los fenómenos generados en los rodamientos se recurre a modelos empíricos 
(derivados de procesos estadísticos) o a modelos matemáticos (de parámetros distribuidos o concentrados) aunque 
estos últimos pocos generales [4]. En la actualidad se contemplan, sobre todo, modelos que consideren los efectos 
dinámicos de los rodamientos, superadas las técnicas cuasi-estáticas de Jones, Harris o Palmgren. 
Hacia el año 1970 Martin [13], basándose en la geometría de los rodamientos, desarrolla el cálculo teórico de las 
frecuencias rotacionales de defectos en rodamientos y, posteriormente, Braun [4] desarrolla los modelos matemáticos 
de defectos en rodamientos, basados en la modulación producida por dichos defectos sobre la frecuencia de 
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resonancia de los elementos que componen el rodamiento (pistas, bolas, rodillos, etc.). Después, Berry [3] expone los 
modelos de espectros de cuatro estados de evolución de dichos defectos. 

Respecto a la simulación del comportamiento de los rodamientos, se puede señalar que módelos teóricos que 
emulen la dinámica de los rodamientos de bolas ha habido muchos, principalmente desde finales de la decada de los 
70: Wensing [21], en su tesis, compara los diez más eficientes que se pueden encontrar en la literatura de los últimos 
20 años, aportando además, en colaboración con Dietl, el cálculo del coeficiente de amortiguamiento de un 
rodamiento en condiciones elastohidrodinámicas.  

Entre los muchos modelos del comportamiento de los rodamientos conviene reseñar a Walters [20] que 
desarrolla un modelo analítico dinámico para rodamiento de bolas con jaula donde se contempla el deslizamiento 
entre bola y pista de rodadura y que más tarde sería  modificado por Gupta [10] y posteriormente actualizado en 
trabajos de Tiwari et al. [19].  

Sin embargo, las soluciones aportadas a los modelos de Walters, Gupta y Tiwari con la integración de las 
ecuaciones planteadas en los contactos y las fuerzas conllevan unos tiempos de computación excesivamente largos y 
se originan errores computacionales debido a la truncación numérica del computador. 
Kennel and Bupara desarrollan un modelo simplificado para analizar la dinámica de las bolas y la jaula donde se 
asume que el conjunto jaula-bolas solo se mueve en el plano de su diámetro principal. Meeks et al. [14] mostraron 
que los movimientos del conjunto jaula-bolas son demasiado complicados para ser modelados con esta 
simplificación extrema del movimiento de la jaula.  

Gad, Fukata et al. [8] que afrontan el estudio de las vibraciones resultado de la respuesta dinámica no lineal 
en rodamientos de bolas que soportan un rotor horizontal equilibrado sobre el que actúa una fuerza vertical constante 
considerando el efecto de flexibilidad variable. También muestran que la resonancia ocurre cuando BPF (ball 
passage frequency) coincide con la frecuencia del sistema y también apuntan que para ciertas velocidades, el sistema 
eje-bolas-soportes puede generar vibraciones con sub y super armónicos de BPF. 
Meeks and Tran desarrollan un modelo analítico para estudiar y optimizar los parámetros de diseño de la jaula y de 
los aros de soporte (bearing). Aktürk et al. [1] realizan una investigación teórica del efecto de la variación de la 
precarga en las caracteríticas vibratorias de un sistema eje-rodamiento y también sugieren con la toma del correcto 
número de bolas y la cantidad de precarga se puede reducir el efecto inmanejable (untoward) del rodamiento de 
generación de vibraciones a BPF. Rahnejat and Gohar [16] muestran que incluso con lubricación 
elastohidrodinámica entre bolas y pistas aparecen los picos de BPF en el espectro. 

Harsha [12] sigue la línea abierta por los Gupta, Tiwari y Prakash, comprobando las afirmaciones de los 
autores precedentes desarrollando modelos analíticos para predecir la respuesta dinámica no-lineal de sistemas rotor-
rodamiento considerando: el rotor horizontal y equilibrado; o un número de bolas variable; o ondulaciones 
superficiales (surface waviness) en la pista exterior o interior; o el efecto de la precarga; o el efecto de run-out de la 
jaula. Planteados los modelos del sistema rotor-rodamiento, para la resolución de las ecuaciones diferenciales no 
lineales iterativamente dice que utiliza la técnica de integración numérica de Newmark-B  combinada con el método 
de Newton–Raphson. 

Son muchos los investigadores que han realizado modelos o planteado soluciones sobre la distribución de 
esfuerzos en los rodamientos, con modelos de parámetros concentrados , donde merece ser reseñado software como 
Beast [7] o Brain [2] como herramienta de simulación dinámica de rodamientos desarrollados bajo el auspicio de 
grandes fabricantes de rodamientos (SKF, NSK, ...), con modelos implementados utilizando Bond Graph, como 
Bhattacharyya et Al. y con modelos de parámetros distribuidos pero en condiciones estáticas. La aplicación a 
modelos de rodamientos de parámetros distribuidos con programas informáticos que combinan modelado de 
elementos finitos y modelado de condiciones dinámicas parecen abrir un nuevo camino en esta vía, como elemento 
de contraste, Rubio et Al. [17]. 

En este artículo se realiza una investigación teórica para observar el efecto de la variación de ciertos 
parámetros operativos del rodamiento en la potencia espectral de vibración del mismo. Se propone un modelo de 
parámetros concentrados de un rodamiento operando en condiciones dinámicas para lo cual se desarrolla un modelo 
no-lineal y dinámico del movimiento del anillo interior y de los elementos rodantes (bolas o rodillos) de un 
rodamiento con el anillo exterior fijo. Seguidamente, se particularizan las condiciones de rigidez y amortiguamiento 
para el caso de un rodamiento de bolas y se presentan las ecuaciones que rigen su comportamiento, extraidas por la 
aplicación de la ecuación de Lagrange. Para la simulación del comportamiento del rodamiento, se implementan las 
ecuaciones en Matlab, utilizando la herramienta Simulink. Para el análisis de los resultados se pueden variar 
parámetros tales como velocidad de giro del rodamiento, características geométricas o estructurales del mismo, 
condiciones de cargas o presencia de defectos. 
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Los resultados del modelo dinámico del rodamiento, implementado en Simulink, serán estudiados mediante 
un análisis frecuencial. El modelo analítico del rodamiento será contrastado experimentalmente mediante la medida 
de las vibraciones generadas, en un banco de ensayos, por un rodamiento de dimensiones geométricas, características 
mecánicas y condiciones operativas similares al implementado en las simulaciones del modelo analítico del 
rodamiento. 

 
DESCRIPCIÓN DEL MODELO DINÁMICO DE RODAMIENTO 
 

Un rodamiento diseñado para soportar carga radial consiste básicamente en un anillo interno solidario al árbol 
o eje, otro anillo externo unido al soporte del rodamiento y un conjunto de elementos rodantes que pueden ser bolas o 
rodillos con diferentes geometrías, colocados entre ambos anillos. Como elemento auxiliar se utilizan unas jaulas o 
separadores cuya única finalidad es mantener a los elementos rodantes separados una cierta distancia. La jaula 
presenta movimiento de rotación junto con los elementos rodantes alrededor del eje del rodamiento.                La 
(Fig. 1-a) muestra un diagrama esquemático del rodamiento que vamos a modelar. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1. Modelo de rodamiento propuesto 
 
 

Para averiguar las características vibratorias, el modelado del rodamiento puede realizarse considerándolo 
como un sistema masa-muelle, con el correspondiente amortiguamiento cuando sea necesario considerarlo. El anillo 
externo del rodamiento se encuentra en reposo, mientras que el anillo interno se encuentra rígidamente fijado al árbol 
o rotor girando a una determinada velocidad angular ωin. La deformación elástica entre las pistas de rodadura y los 
elementos rodantes, en este caso bolas, presenta una relación fuerza-deformación no lineal, que se obtiene aplicando 
la teoría de Hertz. En el modelado matemático, el rodamiento de bolas es considerado como un sistema masa-muelle-
amortiguador y las bolas actúan como resortes no lineales, tal como muestra la (Fig. 1-b). Ya que las fuerzas 
Hertzianas actúan únicamente cuando existe el contacto de la bola con la pista interna o externa, los resortes actúan 
únicamente a compresión. Cuando la bola se encuentra separada de la pista de rodadura, la fuerza de contacto es 
cero. 
 

Antes de plantear las ecuaciones del modelo matemático del rodamiento es necesario plantear las siguientes 
consideraciones: 
 

• Las deformaciones en el contacto bola-pista de rodadura ocurren tal y como describe la teoría de Hertz. 
• Las bolas y el rotor presentan un movimiento plano , siendo común a todos los elementos del rodamiento el 

mismo plano del movimiento. 
• La velocidad angular de la jaula es constante. 
• A nivel energético, las bolas no tienen velocidad angular de rotación. 
• Todos los componentes del rodamiento son rígidos. 

a)                                                                   b) 

Pág. 01 - 73



 
 

9º Congreso Iberoamericano de Ingeniería Mecánica 

[Las Palmas de Gran Canaria 2009] 

      

C
ie

nc
ia

s 
ap

lic
ad

as
 a

 la
 In

ge
ni

er
ía

 M
e

cá
ni

ca
. M

ét
o

do
s 

nu
m

ér
ic

os
 

• El funcionamiento del rodamiento es bajo condiciones isotermas, por tanto no se consideran variaciones de 
dimensiones por efecto de la temperatura. 

• No existe deslizamiento entre las bolas y las superficies sobre las que se produce el movimiento. 
• La jaula mantiene las bolas equidistantes, por tanto, no existe interacción entre las bolas. 

 
ECUACIONES DEL MOVIMIENTO 
 

Las ecuaciones del movimiento se obtienen mediante la ecuación de Lagrange  Ec. (1) para un conjunto de 
coordenadas generalizadas. Si el sistema es no conservativo y por tanto existen fuerzas disipativas, podemos escribir 
la ecuación de Lagrange en su forma más general como: 
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donde D es la función de disipación de Rayleigh y Qj es la fuerza generalizada no conservativa, tal como el 
rozamiento.  Así, la energía cinética total, viene dada por: 
 

∑
=
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Z
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La energía potencial total viene dada por : 
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Utilizando las coordenadas generalizadas {xin, yin, r1, r2, ..., rZ}, mediante las ecuaciones de 

Lagrange, llegamos a las ecuaciones del movimiento:  
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IMPLEMENTACIÓN DEL MODELO 
 

Para poder llevar a cabo los estudios de simulación se ha utilizado Matlab y Simulink debido a las elevadas 
capacidades que presenta este software como herramienta de modelado y simulación. Mediante estas herramientas es 
posible integrar las ecuaciones diferenciales de movimiento previas, para de esta forma simular y analizar estos 
sistemas dinámicos según diversos comportamientos. 
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Matlab, y Simulink se han empleado habitualmente en numerosos sistemas como herramienta de modelado y 
simulación. Mas aún, este software de simulación se ha empleado en diferentes ocasiones como herramienta para 
simular determinados sistemas donde se encuentran integrados rodamientos. Así, por ejemplo, en [8] se hace uso de 
un software basado en Matlab para simulación dinámica de sistemas. A través de Matlab se procesan los datos 
obtenidos experimentalmente. También en [1], se hace uso de Matlab como herramienta para detección de defectos 
en rodamientos mediante la transformada wavelet. 
 

 SIMULINK 

     

MOVIMIENTO 

DEFECTO 

 

 

 

Fin1 

α1 

xin 

yin 

BOLA 1 

 

Fin2 

 

     α2 

xin 

yin 

BOLA 2 

 

Fin3 
 

     α3 

xin 

yin 

BOLA 3 

xin Fin 

 

αin 
A.Interno 

yin Fin 

αin 
A.Interno 

 
 

Fig. 2. Diagrama de bloques de un modelo de rodamiento con 3 bolas 
 

Tal y como se aprecia en la (Fig. 2), el modelo propuesto para un rodamiento, de tres bolas, en Simulink, esta 
compuesto por siete bloques. En el bloque movimiento, se definen todos los parámetros que corresponden a las 
posiciones angulares de cada una de las bolas, la posición angular del rotor y la posición angular de la jaula del 
rodamiento y las posiciones angulares donde quedan situados los defectos o donde la posición de estos coinciden con 
los elementos rodantes. En los bloques ‘bola’ se integran las ecuaciones diferenciales Ec. (5) que corresponden a la 
posición radial del centro de las bolas respecto al sistema de referencia global 
 

Tabla 1 Parámetros geométricos y estructurales del rodamiento 6206 

 
Dimensiones (mm) 

     Diámetro externo, D 62 

     Diámetro del agujero, d 30 

     Diámetro medio, dm 46 

     Anchura del rodamiento, B 16 

     Radio de las bolas, rbo 4,75 

Masas (gramos)  

     Anillo interno, min 65 

     Bola, mbo 6 

     Rotor, mrotor 1500 

Constantes de rigidez (N/mm3/2) 

Cin = 779180                  Cout = 897760 

Coeficiente de amortiguamiento (N.s/m) 
Din = Dout = 15’82 

 
En los bloques ‘A_interno’ se integran las ecuaciones diferenciales Ec.(3) y Ec. (4) cuya solución son las 

coordenadas del centro del anillo interno. También tenemos un bloque resultados donde quedan incluidos todos los 
gráficos, tablas, ficheros de datos, etc donde se encuentran valores que corresponden a resultados de cualquier 
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índole. A partir de un fichero de configuración, donde se encuentran almacenados las constantes del sistema, el 
modelo se puede analizar obteniendo el comportamiento del sistema ante diferentes condiciones. Los principales 
valores y constantes empleados en la simulación del modelo se encuentran reflejados en la (Tabla 1): 
 
METODOLOGÍA DE ENSAYOS 
 

Para validar el modelo, se han realizado ensayos con un rodamiento de bolas del tipo SKF 6206 en un banco 
de ensayos de rodamientos mostrado en la (Fig. 3). El eje donde está instalado el anillo interno del rodamiento es 
accionado por un motor eléctrico con una potencia de 1’5 kW.  La velocidad de rotación del conjunto puede ajustarse 
a la velocidad de ensayo mediante un variador de frecuencia. La carga radial aplicada al rodamiento se regula 
mediante un accionamiento compuesto por un husillo-tuerca y se mide de forma directa mediante una célula de carga 
y un visualizador (Fig. 3).  

El acelerómetro utilizado para la medida de vibraciones es el modelo 4383 de Brüel & Kjær un acelerómetro 
piezoeléctrico de uso general. El amplificador de carga empleado para amplificar la señal captada por el 
acelerómetro, es el modelo 2635 de Brüel & Kjaer, que permite variar la ganancia omedir desplazamiento, velocidad 
o aceleración. 

 

 
 

Fig. 3. Banco de ensayos de rodamientos 

  
Los ensayos y simulaciones que se han realizado corresponden a las distintas combinaciones operativas que 

resultan de las diferentes cargas radiales aplicadas: 100, 500, 1000, 1500, 2000, 2500 y 3000 N. con distintas 
velocidades de rotación: 5, 10, 20, 30, 40 y 50 Hz., para rodamientos sin defecto, defecto en anillo externo y defecto 
en anillo interno. En el caso experimental, se ensayarán10 rodamientos y se registrarán 10 ficheros de datos por 
rodamiento. 
 
RESULTADOS 
 

De los muchos ficheros experimentales obtenidos y su contraste con los análogos simulados, presentamos un 
caso típico, utilizando un rodamiento con 3 bolas con un defecto en el anillo interno. 
 

 
Fig. 4. Señal temporal de un ensayo experimental 
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Fig. 5. Señal temporal de una simulación 

 
La (Fig. 4) y (Fig. 5) representan las señales temporales experimental y simulada, respectivamente, 

correspondientes a un rodamiento SKF modificado con 3 bolas, con defecto en la pista interna sometido a las mismas 
condiciones de funcionamiento. Observando ambas figuras se aprecia que: ambas señales presentan picos debido a 
los impactos de la bola sobre el anillo al paso por el defecto. En la señal correspondiente a simulación (Fig. 5), se 
observa claramente la modulación de amplitud de los picos de defecto característico de un defecto en anillo interno. 

 
 

 

 

Fig. 6. Espectro de la envolvente de la señal experimental y simulada 
 

El espectro de la envolvente de la señal temporal experimental (Fig. 6-a) guarda una alta similitud con el 
espectro de la envolvente de la señal simulada (Fig.6-b). En ambas figuras pueden apreciarse con claridad los seis 
primeros armónicos de la frecuencia de defecto (puntos rojos). También se observa en ambas el armónico principal 
de la frecuencia de giro (cuadrado negro) aunque en este caso, en la señal simulada se aprecia además el segundo 
armónico. Por último, indicar la presencia de las bandas laterales (a la frecuencia de giro), características de un 
defecto en anillo interno, en el primer armónico de la frecuencia de fallo (flechas verdes) y en el segundo (flechas 
rosas). 

a) 

b) 
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CONCLUSIONES 
 

Se propone un modelo matemático paramétrico del comportamiento dinámico de un sistema eje-rodamiento y 
se ha desarrollado un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales que permiten determinar  
el movimiento de los elementos principales del rodamiento por aplicación de las ecuaciones de la dinámica de 
Lagrange. 
 

Se ha implementado y resuelto el sistema de ecuaciones diferenciales utilizando las herramientas Matlab y 
Simulink. Se ha compilado el modelo particularizando los parámetros geométricos, mecánicos y estructurales 
correspondientes a un rodamiento rígido de bolas SKF 6206 con un defecto en su pista de rodadura externa, y se ha 
obtenido el valor temporal de la aceleración en el rotor, tal y como se analizaría un sistema mecánico real mediante 
un acelerómetro. 
 

El análisis de los espectros de la envolvente de las señales vibratorias obtenidas a partir del modelo  y 
experimentalmente permite identificar, en todos los casos, los valores correspondientes a los armónicos de la 
frecuencia característica de este defecto. 
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