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- Presentación - 

 
 
Este año 2015 se celebra la trigésimo-sexta edición de las Jornadas de 
Automática, auspiciada por el Comité Español de Automática de IFAC 
(CEA) y cuya organización ha recaído sobre el Departamento de Ingeniería 
de Sistemas y Automática de la UPV/EHU. 
 
El Comité de organización local ha trabajado con gusto para hacer de estas 
jornadas unas memorables y en las que todos sus asistentes se sientan a 
gusto, como en familia. Pero sois vosotros, los asistentes, los que 
realmente haréis que sean exitosas. Estamos orgullosos de anunciar que 
llegaremos a un número cercano a 200 asistentes. 
 
En esta edición hemos querido acercar diferentes realidades a través de 5 
plenarias muy diferentes. Desde la Fábrica del Futuro o industria 4.0, los 
retos en energías renovables o la robótica bio-médica, hasta lo que se 
espera en la formación de los nuevos doctores o el concepto de la 
ingeniería solidaria. 
 
Por último, queremos agradecer a todos aquéllos que de un modo u otro 
han puesto su granito de arena para que estas Jornadas sean de alguna 
forma inolvidables: a las instituciones y organismos; a los Comités 
Científico y de Programa; al Comité Local y muy en especial, a los alumnos 
colaboradores, sin ellos seguro que hubieran salido mucho peor; a las 
empresas patrocinadoras y a las colaboradoras; y a todas aquellas 
personas que hayan intervenido de una forma u otra en la organización.  
 
Deseamos que vuestra estancia en Bilbao sea lo más agradable posible y 
disfrutéis del “botxito”, de su gente, de la gastronomía, de sus “tapitas” y 
“vinitos”, además de fructífera en el ámbito científico. 
 
Esperamos haberlo conseguido. Sólo vosotros podréis decirlo. 
 
 
 
Marga Marcos 

Presidenta del Comité Organizador  
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XXXVI Jornadas de Automática…. 
 
El número 36,… pero ¿qué nos depara este número tan común a priori? Si 
buscamos el significado de este número nos topamos con una buena 
colección de definiciones, de las cuales, se pueden extraer múltiples y 
curiosas coincidencias,… 
 
Se cita en una de las fuentes de la extendida numerología: “El 36: Es el 
número de la enseñanza, de los centros educacionales, de las asesorías, las 
consultoras, de la medicina. Junto con el 19 y el 23 es un número que 
conduce al éxito.”. Y qué entorno más educacional que el nuestro donde 
multitud de colegas de otras tantas universidades se dan cita para 
compartir sus trabajos, experiencias y vivencias del reciente pasado año 
“docente”. 
 
Siguen las citas: “Combina las cualidades del 3 con las del 6, logrando un 
equilibrio, armonía, mucha intuición, aspiraciones positivas. Indica 
buenos augurios para todos los centros educacionales que contribuyan 
a guiar la creatividad y la autoexpresión.”. Pues qué mejor entorno que el 
de las Jornadas de Automática para ofrecer a nuestros colegas con 
marcada ilusión los resultados de nuestros últimos logros, donde a buen 
seguro la creatividad ha tenido su huequecito. 
 
De una nueva fuente: “El 36: Era de una importancia tan fundamental para 
los pitagóricos que bajo su auspicio prestaban juramento. Cabe recordar 
que, para ellos, el 6 era el único número adaptado al alma y lo llamaban «la 
perfección de las partes». Treinta y seis era el resultado del 6 multiplicado 
por sí mismo, es decir, potenciado. Por otra parte, los discípulos de 
Pitágoras sostenían que cada 216 años se producía una regeneración total 
del universo.”. Qué curiosidad que los principales objetivos de nuestros 
trabajos vayan en pro de conseguir algún tipo de perfección: Control, 
exactitud, precisión, estabilidad,… términos que nos definen por 
antonomasia. Porque de algo sí podemos estar seguros. De un modo u otro 
hacemos de nuestras vidas una prolongación de nuestras actitudes como 
científicos. ¡Y eso tampoco tiene por qué ser un aspecto negativo! A buen 
seguro que nuestra forma de ser nos ha logrado sacar de más de un apuro, 
tanto en el plano profesional, como en el resto de planos (incluido el 
semiplano izquierdo del plano complejo). 
 
Y si nos planteamos que el número 36 es dos veces el 18,… cita textual: “El 
18: Es el número de los grandes líderes, de los cambios, las convulsiones, 
las grandes creencias y la transgresión de ellas. Por otra parte posee una 
naturaleza emocional e intelectual. Su raíz 9 representa la fuerza, la 
energía, la sanación, la universalidad, la compasión y la objetividad. Se 
lograrán grandes realizaciones personales. El 1 y el 8 combinan la 
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independencia, la eficiencia y el poder, se alterna el juicio con la 
intuición.”. Todo lo expuesto en esta cita son claros componentes de la 
esencia de un investigador. Sin aportación intelectual, no hay cambios. Y 
para lograr esa intelectualidad hace falta una buena base, conseguida en 
una formación continua a base de fuerza, energía, con pequeñas dosis de 
juicio e intuición, alternadas o combinadas. Solo la objetividad de nuestros 
trabajos y la independencia en su realización ha dado lugar a todo lo que se 
viene exponiendo año tras año en  nuestras Jornadas de Automática. 
 
Específicamente, la edición de las actas que acompañan a este texto se ha 
realizado eficientemente gracias fundamentalmente a dos aspectos: la 
herencia recibida por el trabajo previo que nuestros compañeros de la 
Universidad de Valencia iniciaron en la edición anterior; y por el esfuerzo 
que han hecho los coordinadores de los nueve Grupos Temáticos de CEA 
que aglutinan a todo nuestro colectivo. Este año se ha logrado canalizar 
todo el proceso de recepción de trabajos, revisión, aceptación y 
maquetación a través de una conocida plataforma, la cual ofrece 
muchísimas utilidades para este tipo de eventos. A todos, muchas gracias! 
 
 
 

Eloy Irigoyen 
Responsable de relaciones con el Comité Técnico 

XXXVI Jornadas de Automática 
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Resumen

Este art́ıculo presenta un nuevo robot trepador pa-
ra explorar y realizar tareas de inspección y man-
tenimiento en estructuras reticuladas tridimensio-
nales. El robot es b́ıpedo y posee una arquitectura
h́ıbrida serie-paralela, ya que cada pata es la com-
binación serie de dos mecanismos paralelos. En
primer lugar se resuelve la cinemática directa del
robot, obteniendo la posición y orientación relativa
entre los pies en función de las diez coordenadas
articulares del robot. El problema cinemático in-
verso es más complicado debido a la redundancia
del robot. Para simplificar dicho problema, se es-
tudia un caso particular de la cinemática inversa
en el que el robot presenta movimientos planos y
posturas simétricas. Finalmente, se presenta una
herramienta que permite simular la cinemática di-
recta del robot y verificar su movilidad y su capaci-
dad para moverse por estructuras, incluso cuando
se impone la restricción de que algunos movimien-
tos sean planos y simétricos.

Palabras clave: Robots b́ıpedos, Robots trepa-
dores, Robots h́ıbridos, Robots redundantes

1. INTRODUCCIÓN

Muchas estructuras verticales requieren tareas de
inspección y mantenimiento. Por ejemplo, las cris-
taleras de grandes edificios deben ser limpiadas
periódicamente [12], y las uniones soldadas de los
esqueletos metálicos de los edificios requieren ins-
pección [2]. Tales tareas son peligrosas debido a
diversos riesgos como la cáıda de altura, la conta-
minación (p.e. en trabajos en plantas nucleares o
qúımicas), o la electrocución (p.e. durante el man-
tenimiento de ĺıneas eléctricas aéreas). Durante los
últimos años, muchos investigadores han tratado
de reducir estos riesgos proponiendo robots trepa-
dores que realicen estas peligrosas tareas en lugar
de las personas. El lector interesado puede encon-
trar en [7] una exhaustiva recopilación de la ma-
yoŕıa de robots trepadores propuestos hasta la fe-
cha, clasificados en función de sus tecnoloǵıas de
adhesión y de locomoción, aśı como un análisis de
los criterios de diseño de este tipo de robots.

Un tipo especial de estructuras verticales son las
estructuras reticuladas tridimensionales, presentes
en construcciones como puentes metálicos, torres
eléctricas y de telecomunicación, aeropuertos, o es-
tadios. Estas estructuras están formadas por la in-
terconexión de diversas barras con distintas orien-
taciones espaciales. Para alcanzar el elevado grado
de movilidad necesario para explorar estas estruc-
turas, los robots trepadores suelen disponer de dos
garras unidas mediante una cadena cinemática de
varios Grados de Libertad (GDL). El modo de lo-
comoción de estos robots consiste en fijar una de
las garras a la estructura y utilizar la cadena ci-
nemática para posicionar y orientar la garra libre
en otro punto de agarre de la estructura. A con-
tinuación, la garra libre se sujeta a la estructura,
y la garra que antes estaba fija se libera, convir-
tiéndose en la nueva garra libre. De esta forma,
estos robots avanzan por la estructura alternan-
do los papeles de sus garras. Mientras el robot
está sujeto a la estructura se comporta como un
manipulador clásico, donde la garra fija es la base
del manipulador y la garra libre es su efector final.

Los robots trepadores de estructuras 3D se clasifi-
can según la arquitectura de la cadena cinemática
que conecta sus garras, que puede ser serie, para-
lela, o h́ıbrida [9]. Los robots serie presentan un
mayor espacio de trabajo, pero tienen menor ca-
pacidad de carga y rigidez. Dos ejemplos de ro-
bots trepadores serie con 6 y 4 GDL se presentan
en [2] y [9], respectivamente. Otros autores pro-
ponen robots serie inspirados en orugas, con 5 y
8 GDL [4, 8], y también robots modulares cuyo
número de GDL puede modificarse añadiendo más
módulos en serie [6]. También es destacable el ro-
bot presentado en [11], capaz de explorar estructu-
ras 3D usando sólo 3 GDL, o capaz de combinarse
en serie con otros robots similares para formar ro-
bots más complejos con mayor movilidad.

Las arquitecturas paralelas también han sido es-
tudiadas. Éstas ofrecen una mayor rigidez y rela-
ción capacidad de carga/peso que los robots serie,
pero su espacio de trabajo es más limitado y con-
tiene singularidades. En [1] se presenta un robot
trepador cuyo cuerpo central es una plataforma
de Gough-Stewart. Dicho robot puede trepar por
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estructuras 3D, redes de tubeŕıas, o árboles.

Finalmente, los robots trepadores h́ıbridos están
formados por varios mecanismos paralelos conec-
tados en serie, y presentan las ventajas de las ar-
quitecturas previas: el amplio espacio de trabajo
de los robots serie y la elevada rigidez y capacidad
de carga de los robots paralelos. En [10] se presen-
ta un robot trepador formado por un mecanismo
paralelo de tipo 3-RPR conectado en serie a un
módulo de rotación. Otro robot trepador h́ıbrido
y b́ıpedo de 12 GDL se presenta en [3]; en este caso
cada pata del robot está formada por dos mecanis-
mos paralelos de tipo 3-RPS conectados en serie.

Este art́ıculo presenta un nuevo robot trepador
h́ıbrido de 10 GDL. El robot consta de dos patas
unidas a una cadera mediante articulaciones de
rotación, estando cada pata formada por dos me-
canismos paralelos conectados en serie. El diseño
de las patas permite al robot ejecutar fácilmen-
te los movimientos t́ıpicos requeridos para explo-
rar estructuras 3D, como cambios entre planos con
distinta orientación. En este art́ıculo se resuelve la
cinemática directa de este robot, aśı como un ca-
so particular de la cinemática inversa que permite
alcanzar algunas posturas necesarias para avan-
zar por estructuras 3D. También se presenta un
simulador que permite verificar las soluciones ob-
tenidas y demostrar la movilidad del robot.

Este art́ıculo se organiza como sigue. La Sección 2
describe la arquitectura del robot. Seguidamente,
la Sección 3 presenta la solución de la cinemáti-
ca directa del robot completo. A continuación, la
Sección 4 analiza una versión simplificada, aunque
útil, de la cinemática inversa. La Sección 5 pre-
senta una herramienta que permite simular la ci-
nemática directa del robot para validar los análisis
anteriores y verificar la movilidad del mecanismo.
Finalmente, la Sección 6 resume las conclusiones.

2. DISEÑO DEL ROBOT

En la Figura 1 se muestra un modelo CAD del
robot propuesto. El robot dispone de dos patas
idénticas A y B, conectadas a la cadera C a través
de articulaciones de rotación (θA y θB) goberna-
das por motores. Cada pata j ∈ {A,B} consta de
un cuerpo central Cj y dos plataformas con for-
ma de U (P1j y P2j). Las plataformas P1A y P1B

son los pies del robot y transportan las garras (o
imanes/ventosas) con las que éste se sujeta a la
estructura (las cuales no serán consideradas en el
análisis presentado en este art́ıculo). Las plata-
formas P2A y P2B están conectadas a la cadera
mediante las citadas articulaciones de rotación.

Cada plataforma está conectada al cuerpo central
de la pata correspondiente mediante una gúıa pa-

pata A pata B 

Cadera C 

t Vista lateral 

Plano  medio 

CA CB 

P2B 

P1B 

P1A 

P2A

θA θB

Actuador 
lineal 

Guía  
pasiva 

Motores 

HA 

EA EB

HB 

Figura 1: Modelo CAD del robot trepador.

siva y dos actuadores lineales dispuestos en pa-
ralelo, constituyendo el mecanismo paralelo de 2
GDL representado en la Figura 2. De esta forma,
cada pata es la combinación serie de dos mecanis-
mos paralelos de este tipo. Los actuadores lineales
de cada mecanismo paralelo se encuentran a dife-
rentes lados del cuerpo central de la pata (esto se
indica en la Figura 3 mediante ĺınea discontinua).

En la Figura 1 también se representan algunos sis-
temas de referencia solidarios a diferentes elemen-
tos del robot. En este art́ıculo, los ejes X, Y , y
Z de los sistemas de referencia se representarán
mediante los colores rojo, verde, y azul, respecti-
vamente. Los sistemas de referencia HA y HB son
solidarios a la cadera, mientras que los sistemas
EA y EB son solidarios a los pies de las patas A y
B, respectivamente. Los oŕıgenes de los sistemas
de referencia Hj y Ej están contenidos en el plano
medio de la pata j, indicado en la Figura 1.

En total, el robot tiene 10 GDL entre los pies:
las rotaciones de la cadera (θA y θB) y los cuatro
actuadores lineales de cada pata. Dado que bas-
tan 6 GDL para posicionar y orientar un pie con
respecto al otro, se trata de un robot redundante.

3. CINEMÁTICA DIRECTA

En esta sección se analiza la cinemática directa del
robot trepador. Definimos este problema como el
cálculo de la pose (= posición y orientación) de un
pie del robot con respecto al otro pie en función de
las 10 coordenadas articulares: los ángulos θA y θB
y las longitudes (lij , rij ) de los actuadores lineales
de los mecanismos paralelos. En primer lugar es



necesario resolver la cinemática directa de dichos
mecanismos paralelos.

3.1. CINEMÁTICA DIRECTA DE LOS
MECANISMOS PARALELOS

La Figura 2 muestra el mecanismo paralelo i de
la pata j (i ∈ {1, 2}, j ∈ {A,B}). Cada meca-
nismo paralelo es un mecanismo plano de 2 GDL
compuesto por una plataforma móvil conectada a
una base mediante dos actuadores lineales con lon-
gitudes lij y rij . La plataforma únicamente pue-
de trasladarse verticalmente y rotar, debido a que
está restringida por una gúıa vertical pasiva.

b b 

yij 
lij 
rij 

p 
p φij 
Plataforma     
Pij 

Base 
  (cuerpo  Cj) 

Guía  pasiva 

X 
Y 

Figura 2: Mecanismo paralelo que forma las patas
del robot.

La cinemática directa de los mecanismos paralelos
consiste en calcular la posición yij y la orientación
ϕij de la plataforma en función de las longitudes
lij y rij . De la Figura 2 se desprende la relación
entre estas variables:

(p cosϕij − b)2 + (yij + p sinϕij )
2 = r2ij (1)

(p cosϕij − b)2 + (yij − p sinϕij )
2 = l2ij (2)

Estas ecuaciones pueden combinarse para obtener
un sistema equivalente más sencillo. Sumando las
ecuaciones (1) y (2) se obtiene la ecuación (3). Por
otra parte, restando la ecuación (2) de la ecua-
ción (1) se obtiene la ecuación (4):

4bp cosϕij = 2y2ij + 2b2 + 2p2 − l2ij − r2ij (3)

4yijp sinϕij = r2ij − l2ij (4)

De la ecuación (3) se despeja cosϕij :

cosϕij =
2y2ij + 2b2 + 2p2 − l2ij − r2ij

4bp
(5)

Elevando al cuadrado la ecuación (4):

16y2ijp
2(1− cos2 ϕij ) = (r2ij − l2ij )2 (6)

Sustituyendo (5) en (6) proporciona una ecuación
cúbica en Υij = y2ij :

Υ3
ij + kij2 Υ2

ij + kij1 Υij + kij0 = 0 (7)

donde:

kij2 = 2b2 + 2p2 − l2ij − r2ij (8)

kij1 =

[
(b+ p)2 −

l2ij + r2ij
2

][
(b− p)2 −

l2ij + r2ij
2

]
(9)

kij0 = b2(lij + rij )
2(lij − rij )2/4 (10)

La ecuación (7) siempre tiene tres ráıces (dos de
ellas podŕıan ser complejas). Dada una ráız Υij >
0, se obtienen dos soluciones para yij = ±

√
Υij .

Para cada una de estas soluciones, cosϕij se cal-
cula de (5), mientras que sinϕij se obtiene de (4):

sinϕij =
r2ij − l2ij

4yijp
(11)

Una vez se conocen cosϕij y sinϕij , ϕij queda
ineqúıvocamente determinado en (−π, π]. En [5] se
demostró, mediante el Teorema de Sturm, que (7)
no puede tener más de dos ráıces positivas. Dado
que cada ráız positiva de (7) resulta en dos pa-
res (yij , ϕij ) diferentes, la cinemática directa de
cada mecanismo paralelo tiene 4 soluciones como
máximo [5].

Nótese que intercambiar los valores de rij y lij
no afecta a (7) ni a (5), pero śı modifica el signo
de sinϕij en (11). Por tanto, intercambiar rij y
lij cambia el signo de ϕij sin afectar a yij . Esto
también puede observarse en la Figura 2, donde
intercambiar rij y lij es equivalente a rotar dicha
figura π rad alrededor del eje Y . Esto se explo-
tará en la Sección 4 para analizar la cinemática
inversa del robot.

3.2. CINEMÁTICA DIRECTA DEL
ROBOT COMPLETO

La cinemática directa del robot completo consiste
en calcular la pose relativa entre los pies del robot
en función de las 10 coordenadas articulares. Es-
te problema se resolverá empleando matrices de
transformación homogénea. En este art́ıculo, la
matriz de transformación homogénea que codifi-
ca la pose de un sistema de referencia m relativa a
otro sistema de referencia n se denotará por Tm/n.

La Figura 3 muestra una pata genérica j ∈ {A,B}
del robot. Cada pata es la combinación serie de



dos mecanismos paralelos. El cuerpo central de la
pata (Cj) es la base de los mecanismos parale-
los. La plataforma del mecanismo paralelo 1 (P1j)
es el pie de la pata, mientras que la plataforma
del mecanismo paralelo 2 (P2j) está conectada a
la cadera C a través de una articulación de rota-
ción (giro θj). Las variables (y1j , ϕ1j , y2j , ϕ2j) se
obtienen a partir de (l1j , r1j , l2j , r2j) resolviendo
la cinemática directa de los mecanismos paralelos,
según se explica en la Sección 3.1. Los planos XY
de todos los sistemas de referencia mostrados en la
Figura 3 coinciden con el plano medio de la pata,
indicado en la Figura 1.

φ1j 

y1j 

y2j 
h 

φ2j 
Cj 

Cadera C 

l2j 

l1j 

r2j 

r1j 

P1j 

P2j 

Ej 

Fj 

Gj 

θj 

Figura 3: Esquema de la pata j ∈ {A,B}.

De acuerdo a la Figura 3, la pose del sistema de re-
ferencia Fj (solidario al cuerpo central de la pata)
relativa al sistema Ej (solidario al pie) es:

TFj/Ej
=


cϕ1j

sϕ1j
0 y1jsϕ1j

−sϕ1j
cϕ1j

0 y1jcϕ1j

0 0 1 0
0 0 0 1

 (12)

donde sx = sinx y cx = cosx. La pose del siste-
ma de referencia Gj (solidario a la plataforma del
mecanismo paralelo 2) relativa al sistema Fj es:

TGj/Fj
=


cϕ2j

−sϕ2j
0 0

sϕ2j cϕ2j 0 y2j − h
0 0 1 0
0 0 0 1

 (13)

donde h es un parámetro geométrico mostrado en
la Figura 3. Finalmente, la pose del sistema Hj

(solidario a la cadera del robot) con respecto al
sistema Gj se puede escribir de la siguiente forma:

THj/Gj
=


cθj 0 sθj 0
0 1 0 0
−sθj 0 cθj 0

0 0 0 1

 (14)

Donde θj es el ángulo que hay que rotar el sistema
Gj alrededor de su eje Y para alinear dicho siste-
ma con el sistema Hj (mostrado en la Figura 1).
Multiplicando las matrices anteriores se obtiene la
pose del sistema Hj relativa al sistema Ej :

THj/Ej
= TFj/Ej

TGj/Fj
THj/Gj

(15)

Una vez resuelta la cinemática directa de cada pa-
ta individual, la pose del pie k ∈ {A,B} \ {j} con
respecto al pie j puede calcularse como sigue:

TEk/Ej
= THj/Ej

THk/Hj
TEk/Hk

(16)

donde TEk/Hk
=
(
THk/Ek

)−1
y THk/Hj

codifica
la pose del sistema Hk con respecto al sistema Hj :

THk/Hj
=

[
I tHk/Hj

01×3 1

]
(17)

La matriz THk/Hj
es constante porque ambos sis-

temas de referencia son solidarios al mismo sóli-
do ŕıgido (la cadera). I es la matriz identidad
de tamaño 3 × 3. Además, según la Figura 1:
tHB/HA

= [t, 0, 0]
T

= −tHA/HB
, donde t es la dis-

tancia entre los ejes de las rotaciones de la cadera.

En teoŕıa, la cinemática directa del robot comple-
to tiene 44 = 256 soluciones distintas. Esto se debe
a que la cadena cinemática que conecta los pies del
robot consta de 4 mecanismos paralelos conecta-
dos en serie, y el problema cinemático directo de
cada mecanismo paralelo tiene 4 soluciones reales
como máximo.

4. CINEMÁTICA INVERSA

La cinemática inversa consiste en calcular los va-
lores de las coordenadas articulares que permiten
alcanzar una determinada pose relativa entre los
pies del robot. Es necesario resolver este problema
para poder planificar los movimientos del robot.
En este robot se emplean 10 coordenadas articu-
lares para posicionar y orientar un pie con respecto
al otro, por tanto se trata de un robot redundante
y la cinemática inversa tendrá infinitas soluciones.

Debido a la redundancia, la cinemática inversa ge-
neral de este robot no es un problema sencillo.
No obstante, muchos movimientos necesarios para
explorar estructuras 3D (p.e. avanzar a lo largo
de una viga o realizar cambios de plano) pueden
ejecutarse empleando la configuración simplifica-
da analizada en esta sección, en la cual se reduce
el número de incógnitas y la cinemática inversa se
simplifica notablemente.

La configuración analizada en esta sección se re-
presenta en la Figura 4, donde el pie j está fijo a la
estructura y el pie k está libre (j, k ∈ {A,B}, j 6=
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Figura 4: Configuración del robot en el problema
Cinemático Inverso Simétrico y Plano (CISP).

k). Se asume que los ejes Z de los sistemas de re-
ferencia solidarios a los pies son paralelos y apun-
tan en la misma dirección (hacia el lector, según
la Figura 4), y que los planos XY de los siste-
mas de referencia Ej y Ek son coincidentes. En
esta situación, cualquier variación en la longitud
de los actuadores lineales de los mecanismos para-
lelos únicamente produce movimientos planos del
sistema de referencia Ek dentro del plano XY del
sistema Ej . En tal caso, la pose del sistema Ek re-
lativa al sistema Ej puede calcularse como sigue:

TEk/Ej
= TGj/Ej

[
I [t, 0, 0]

T

01×3 1

] (
TGk/Ek

)−1

(18)
donde TGj/Ej

= TFj/Ej
TGj/Fj

. También se asu-
me que las coordenadas articulares de los meca-
nismos paralelos verifican la siguiente relación:

lik = rij rik = lij (i = 1, 2) (19)

que significa que el mecanismo paralelo i de la pata
k y el mecanismo paralelo i de la pata j tienen sus
coordenadas articulares intercambiadas. Según la
Sección 3.1, esto se traduce en:

yik = yij ϕik = −ϕij (i = 1, 2) (20)

Se puede comprobar fácilmente de forma gráfica
que la condición (20) implica que las patas k y
j adoptan posturas simétricas con respecto a la
ĺınea L, que es el eje de simetŕıa de la cadera. Sus-
tituyendo (20) en (18) permite escribir la matriz
TEk/Ej

únicamente en función de las variables de
la pata fija j, obteniéndose la siguiente expresión:

TEk/Ej
=


−c2ω −s2ω 0 2µ · s2ω
s2ω −c2ω 0 µ · s2ω
0 0 1 0
0 0 0 1

 (21)

donde:

ω = ϕ1j − ϕ2j + π/2 (22)

µ =
[
0,5 · t+ (y1j + y2j − h)sϕ2j

]
/sω (23)

Por tanto, bajo la condición de movimientos pla-
nos y simétricos, la pose del pie k con respecto
al pie j queda parametrizada por dos paráme-
tros µ y ω, definidos en la Figura 4. Definimos el
problema Cinemático Inverso Simétrico y Plano
(CISP) como el cálculo de las coordenadas arti-
culares (l1j , r1j , l2j , r2j) necesarias para alcanzar
una pose deseada (µ, ω). Dado que las coordena-
das articulares no aparecen expĺıcitamente en las
ecuaciones (22)-(23), es necesario incluir las ecua-
ciones de los mecanismos paralelos de la pata j:

(p cosϕ1j − b)2 + (y1j + p sinϕ1j)
2 = r21j (24)

(p cosϕ1j − b)2 + (y1j − p sinϕ1j)
2 = l21j (25)

(p cosϕ2j − b)2 + (y2j + p sinϕ2j)
2 = r22j (26)

(p cosϕ2j − b)2 + (y2j − p sinϕ2j)
2 = l22j (27)

Por tanto, realmente el problema CISP consiste en
resolver (l1j , r1j , l2j , r2j , y1j , ϕ1j , y2j , ϕ2j) del sis-
tema formado por las ecuaciones (22) a (27). Al
igual que el problema cinemático inverso general,
el problema CISP está indeterminado debido a la
redundancia, y requiere calcular 8 incógnitas de 6
ecuaciones. Sin embargo, el problema CISP invo-
lucra menos incógnitas y ecuaciones más simples.

En la próxima sección se mostrará que algunas
posturas necesarias para avanzar por estructuras
3D pueden resolverse mediante el problema CISP.
También se analizará cómo escoger soluciones a di-
cho problema, considerando los ĺımites de las coor-
denadas articulares como restricciones adicionales.

5. SIMULACIÓN Y EJEMPLOS

Esta sección presenta una herramienta desarrolla-
da en Java que permite simular la cinemática di-
recta del robot completo y verificar su capacidad
de movimiento en una estructura 3D de ejemplo,
aśı como validar los análisis cinemáticos de las
secciones previas. La herramienta puede descar-
garse de http://arvc.umh.es/parola/climber.jar y
requiere la última versión de Java.

El simulador, mostrado en la Figura 5, consta de
tres ventanas. En la ventana gráfica se representa
el robot sobre una estructura 3D de ejemplo. La
ventana de control permite modificar el valor de
cualquiera de las 10 coordenadas articulares me-
diante deslizaderas y campos numéricos. También
permite reiniciar el simulador y cambiar el pie que
está fijo a la estructura (el cual se muestra en color
naranja en la ventana gráfica). Por simplicidad, el
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simulador únicamente implementa la cinemática
directa del robot, sin considerar su dinámica (no
hay gravedad) ni las colisiones con el entorno o
entre distintas partes del robot.

La ventana de salida muestra las matrices que co-
difican la pose de los sistemas de referencia EA y
EB (solidarios a los pies del robot) con respecto al
sistema de referencia del mundo W , fijado a una
de las vigas de la estructura. Al modificar alguna
coordenada articular, el programa resuelve la ci-
nemática directa y calcula la pose del pie libre con
respecto al sistema W de la siguiente forma:

TEk/W = TEj/WTEk/Ej
(28)

donde la matriz TEk/Ej
está definida en la ecua-

ción (16), j denota la pata fija, y k denota la pata
libre (j, k ∈ {A,B} , j 6= k).

Según la Sección 3.2, la cinemática directa del ro-
bot completo tiene 256 soluciones debido a que ca-
da mecanismo paralelo puede adoptar hasta cua-
tro configuraciones distintas. No obstante, segui-
damente se mostrará que sólo una solución es váli-
da en la práctica.

Para las simulaciones, se considera que los me-
canismos paralelos poseen la siguiente geometŕıa:
b = p = 4 cm. Además, se considera que la lon-
gitud de los actuadores lineales debe estar entre
un valor mı́nimo y un valor máximo, de forma que
rij , lij ∈ [19, 25] cm. Si se resuelve la cinemática
directa del mecanismo paralelo en ese rango de
coordenadas articulares, y se representa la coor-
denada yij de las soluciones frente a rij y lij , se
obtienen las cuatro superficies mostradas en la Fi-
gura 6. Cada superficie está asociada a una de
las cuatro configuraciones posibles del mecanismo,
denotadas como sigue: H+, X+, H−, y X−. Las
configuraciones H+ y X+ se indican en la Figu-
ra 6, mientras que las configuraciones H− y X−

son simétricas a las primeras con respecto a la
base del robot. Resulta evidente que, de acuerdo
al diseño del robot (véase la Sección 2), las úni-
cas soluciones válidas son las correspondientes a la
configuración H+, ya que para las otras configura-
ciones se producen interferencias entre diferentes
partes de las patas del robot. La Figura 6, además,
proporciona un criterio para escoger la única solu-
ción válida: la solución H+ siempre es la que tiene
mayor coordenada yij .

Tras caracterizar la única solución válida de la ci-
nemática directa, se simularán algunos movimien-
tos básicos que permiten al robot avanzar por una
estructura 3D. Para la geometŕıa del robot se uti-
lizará: h = 16 cm y t = 15,6 cm. Se asume que
el robot comienza sobre la viga v1, en la posi-
ción mostrada en la Figura 7a, que es la confi-
guración inicial en el simulador. Inicialmente, el

pie A está fijo y las coordenadas articulares va-
len: θA = θB = 0, rij = lij = 21 cm (i ∈ {1, 2},
j ∈ {A,B}). El objetivo es trepar a la columna c1.

En primer lugar, el robot debe aproximarse a la
columna c1. Esta aproximación puede conseguirse
mediante la secuencia de movimientos mostrada
en la Figura 7, que consiste en: extender las patas
para acercar el pie B a la columna (Figura 7b),
fijar el pie B y liberar el pie A, y finalmente retraer
las patas de nuevo (Figura 7c).

Nótese que las coordenadas articulares que pro-
porcionan la postura de la Figura 7b pueden cal-
cularse resolviendo el problema CISP, ya que los
sistemas de referencia de los pies tienen sus ejes Z
paralelos y sus planos XY coincidentes. Para ello,
hay que resolver las ecuaciones (22) a (27), susti-
tuyendo en ellas j = A, ω = π/2 rad, µ = 23,4
cm, aśı como los parámetros geométricos:

0 = ϕ1A − ϕ2A (29)

23,4 = 7,8 + (y1A + y2A − 16)sϕ2A
(30)

r1A =
√

(4 · cϕ1A
− 4)2 + (y1A + 4 · sϕ1A

)2 (31)

l1A =
√

(4 · cϕ1A
− 4)2 + (y1A − 4 · sϕ1A

)2 (32)

r2A =
√

(4 · cϕ2A
− 4)2 + (y2A + 4 · sϕ2A

)2 (33)

l2A =
√

(4 · cϕ2A
− 4)2 + (y2A − 4 · sϕ2A

)2 (34)

Dado que hay ocho incógnitas y seis ecuaciones,
hay que resolver seis incógnitas en función de otras
dos, que pueden ser (y1A, y2A), por ejemplo. En tal
caso, ϕ2A se resuelve de la ecuación (30) en fun-
ción de (y1A, y2A). Seguidamente, ϕ1A se calcula
de la ecuación (29), quedando también en función
de (y1A, y2A). Sustituyendo ϕ1A y ϕ2A en las ecua-
ciones (31) a (34), se obtienen las coordenadas ar-
ticulares en función de (y1A, y2A). A continuación
puede elegirse el valor de y1A e y2A de forma que
las coordenadas articulares estén en [19, 25] cm.

La elección puede realizarse fácilmente de forma
gráfica. La Figura 8 muestra las curvas del plano
(y1A, y2A) para las que el lado derecho de las ecua-
ciones (31) a (34) (que dependen únicamente de
y1A e y2A tras sustituir ϕ1A y ϕ2A) es igual a 19
o 25. Dichas curvas encierran una región R donde
todas las coordenadas articulares están entre 19 y
25 cm. Por tanto, cualquier punto de la región R
seŕıa una solución válida al problema CISP. Por
ejemplo, tomando el punto y1A = y2A = 22 cm
se obtienen las siguientes coordenadas articula-
res, que proporcionan la postura de la Figura 7b:
r1A = r2A ≈ 24,238 cm, l1A = l2A ≈ 19,783 cm.

Tras aproximar el robot a la columna, se fija el pie
A y se libera el pie B, que se apoya en la columna
elevando la pata B (Figura 9). La postura de la
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Figura 5: Herramienta para simular la cinemática directa del robot trepador.

y i
j (
cm

) 

lij (cm) 

rij  
(cm) 

H+ 

X+ 

X–  
H– 

H+ 

X+ 

Figura 6: Superficies de soluciones a la cinemática
directa del mecanismo paralelo para b = p = 4 cm.
Las superficies H+ y H− son prácticamente para-
lelas a las superficies X+ y X−, respectivamente.

Figura 9 puede determinarse resolviendo el pro-
blema CISP, sustituyendo j = A, µ = 31,8 cm y
ω = π/4 rad en las ecuaciones (22) a (27). Al igual
que en el ejemplo anterior, se puede obtener la re-
gión R de puntos del plano (y1A, y2A) que permi-
ten alcanzar la pose deseada cumpliendo los ĺımi-
tes de las coordenadas articulares. Se puede com-
probar que la solución y1A = y2A = 22 cm tam-
bién es válida en este ejemplo, proporcionando las
siguientes coordenadas articulares: r1A ≈ 21,076,
l1A ≈ 22,925, r2A ≈ 24,105, l2A ≈ 19,911 (todas
en cm), que resultan en la postura de la Figura 9.

6. CONCLUSIÓN

Este art́ıculo ha presentado un nuevo robot h́ıbri-
do serie-paralelo para explorar estructuras 3D. Se
ha resuelto anaĺıticamente la cinemática directa
del robot completo, identificando la única solución
válida. También se ha resuelto un caso particular
de la cinemática inversa en el que el robot presenta
movimientos planos y simétricos. Por último, se ha
presentado una herramienta que permite simular
la cinemática directa del robot, y se han mostra-
do algunos ejemplos numéricos de la resolución del
problema cinemático inverso simplificado.

En el futuro se resolverá la cinemática inversa ge-
neral del robot, y se estudiarán su espacio de tra-
bajo y singularidades. También se realizará el mo-
delado dinámico del mismo, y se abordará el pro-
blema de planificación de movimientos en estruc-
turas complejas. Finalmente, se construirá un pro-
totipo que se empleará en estructuras 3D reales.
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